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Aussi est-ce avec raison que ['Un
n'est pas considéré comme un
nombre.

Aristote”.

« Un » est-il un nombre ? Cette phrase est éminemment provocatrice a notre époque. Pour nous, quoi
de plus familier et de plus simple que I'ensemble des entiers naturels dont le premier élément est 0 et
dont la suite nous est donnée par la fonction successeur qui, a tout nombre a, associe a+1. Cette phrase
« Un n'est pas un nombre chez les grecs »" a longtemps gardé pour nous une saveur mystérieuse et a
finalement excité notre curiosité.

Notre questionnement n'aurait-il qu'une valeur historique et ne se croiserait-il jamais avec les routes de
la mathématique du XX° siecle et celles de la pédagogie de I'enseignement des mathématiques ? Nous
ne le croyons pas. S'il ne fait aucun doute pour nous que « un » est un nombre, il n'en reste pas moins
que du coté de l'enseignement le « un » fait toujours probléme : l'erreur la plus fréquemment
rencontrée apparait dans la factorisation d'expressions du style « a’ +a =a (a + 1) » oule « + I » est
répétitivement oublié par les éléves en « difficulté mathématique » ; en fait ce nombre a trop
d'originalité : multiplié par un autre, il le laisse intact ( ax I = a), et cet élément neutre peut donc étre
omis mais il est aussi toujours sous-entendu pour pouvoir réapparaitre quand il faut (a = a x 1), ; il
permet d'écrire tout entier sous la forme d'une fraction (3 = 3/1). On peut pointer encore deux erreurs
fréquentes d'éléves telles que : « a” = 0 » et « I" = n » ; cette derniére est liée a la propriété du « un »,
nombre, qui, multiplié par lui-méme ne change pas ; il est ainsi considéré comme fronti¢re entre les
nombres qui, multipliés par eux-mémes, donnent des résultats de plus en plus grands, et les autres qui,
multipliés par eux-mémes, donnent des résultats de plus en plus petits. Quel enseignant n'a pas
rencontré d'éléves scandalisés par ce phénoméne de « multiplication qui rapetisse »...

Nous allons donner quelques jalons de 'histoire du « un » et des uns autour de trois questions :

- Quels étaient les arguments des grecs pour exclure le « un » du domaine arithmétique des
nombres ?

- Comment « un » est-il « devenu » un nombre ?

- Comment se sont transformées des questions sur le « un » et ['unité ?

Nous n'avons pas la prétention de répondre a ces trois questions mais nous avons éprouvé le besoin de
chercher des éléments de réponse en nous plongeant dans la lecture de textes originaux de 1'Antiquité
jusqu'au XVIIe siécle et dans celle de la thése de Maurice Caveing™. C'est a partir de ces lectures
incomplétes et d'interrogations sur nos pratiques pédagogiques que nous proposons un état des lieux
provisoire de notre questionnement. Nous présenterons d'abord des arguments philosophiques puis
nous nous pencherons sur quelques livres d'arithmétique pour mettre en évidence comment les deux
phrases contradictoires : « un est un nombre », « un n'est pas un nombre » ont pu cohabiter
implicitement ou explicitement dans un méme ouvrage, comment la phrase négative va disparaitre des
livres d'arithmétique et étre temporairement remplacée par « zéro n'est pas un nombre » a l'issue d'une
rivalité entre ces deux prétendants au trone de principe des nombres, que sont le « zéro » et le « un »,
comment vont se résoudre des problémes de définitions du « un » et du « zéro ».

*

I.-Les arguments d’ordre philosophique de 1’assertion « Un n’est pas un nombre »
II.- Comment « un » devient-il un nombre ?
II-1. Etat des lieux au Ve siécle avant J.-C.
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II-2.Comment « un » en arrive a étre exclu dans les éléments d’Euclide
I1-3.Un certain « un » devient nombre

I1-4.00 « un » devient un nombre

II-5. Conclusion : Définir ou ne pas définir ?

*

II-5. Conclusion : Définir ou ne pas définir ?

Une ambigtiité demeure Nous pouvons avoir le sentiment que toutes les difficultés sont aplanies si 1'on
accepte la position pascalienne qui consiste a ne pas tenter de définir les « objets primitifs », comme
['unité qui fait partie des « termes qui désignent si naturellement les choses qu'ils signifient, a ceux qui
veulent entendre la langue, que l'éclaircissement qu'on voudrait faire apporterait plus d'obscurité que
d'instruction »", ou celle de Locke de considérer que « ['unité ou le un » est « l'idée la plus simple », «
la plus universelle »*' pour la « nature » de l'entendement humain.

Descartes fait de la non-définition une décision qui ne repose pas sur le nature des choses, mais sur
une rupture consommée entre philosophie et mathématiques. Dans son projet d'inventer une science
nouvelle alliant les avantages de la géométrie des anciens a ceux de l'algebre des modernes, il énonce
que « les propositions ... le nombre n'est pas la chose nombrée... l'unité n'est pas quantité ... et autres
semblables doivent étre entiérement écartées »* du travail mathématique « quelques vraies qu'elles
soient », donc ne doivent étre « traitées » qu'en philosophie. C'est de cette rupture qu'il fait naitre une
mathématique féconde. Descartes va alors bannir le mot quantité des mathématiques et par contre
établir une séparation moins radicale entre nombre et chose nombrée reprenant méme la représentation
figurée pythagoricienne. Car pour lui en mathématique ce n’est pas l'intelligence pure qui est au
travail, mais l'intelligence «servie par I'imagination », et 1'unité est liée a la représentation que 1'on en
a : il présente trois représentations

« par un carré, si nous la considérons en tant que longue et large, par une ligne -, si nous ne
la considérons qu'en tant que longue; par un point ., si nous ne la considérons qu'en tant que
servant a composer la pluralité. »™

Il ajoute que

« de quelque maniére qu'on la représente et qu'on la congoive, nous comprendrons toujours
qu'elle est un sujet qui a de l'étendue en tous sens et qui est susceptible d'une infinité de
dimensions. »*

Le terrain est ainsi préparé a I'écriture de sa Géométrie (1637) ou le jeu de l'unité, prenant une ligne «
que je nommerai ['unité pour la rapporter d'autant mieux aux nombres, et qui peut ordinairement étre
prise a discrétion »*, va permettre de relativiser la loi des homogenes et de pouvoir accepter des
écritures de la forme x* + x, et de résoudre par des « lignes », c'est-a-dire par des longueurs, des
équations de degré n. Cette décision de Descartes, comme toute décision, ouvre un champ de
possibles, et peut tre remise en question a tout moment. Elle le sera par ceux qui considérent comme
un scandale qu'une science repose sur des objets non définis, la lignée de Stevin (XVle siécle), Frege
(XIXe siecle), Ekeland (XXe siécle). Nous arrétons ici et maintenant cette histoire, cette étude
partielle de la question et nous allons conclure sur une remarque contemporaine, intérieure a la
philosophie des mathématiques, et assortie en note d'une remarque de type pédagogique, qui met bien
en évidence les visages problématiques du « un ».

Lautman, en dehors de toute interrogation métaphysique ou psychologique, pointe une dichotomie
irrémédiable, dans son Essai sur ['unité des mathématiques :
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[...

]

« Lorsqu'on écrit x 1 = x (ou encore 1 x = x), le terme 1 joue un double réle : il est I'élément
unité du domaine des opérateurs qui agissent sur le domaine des x et il est de plus l'opérateur
identique qui transforme en eux-mémes les éléments x du domaine de base. Voici ce que
signifient ces distinctions : supposons que le domaine d'opérateurs soit un anneau de
nombres. L'élément unité 1 de cet anneau est tel que pour tout élément a de l'anneau, on ait a
1 =aetla=a. Ceciestune définition interne qui n'envisage que la nature de l'élément unité
au sein du domaine auquel il appartient. Si, de plus, cet élément-unité agissant sur ['élément x
du domaine de base, transforme en lui-méme cet élement, en sus du fait d'étre élément unité
de l'anneau d'operateurs , il est opérateur identique, et ceci ne concerne plus tant sa nature
propre que son action au dehors. Cette distinction de la nature propre de certains éléments et
de l'action qu'ils exercent sur les éléments d'autres domaines, est pour nous essentielle.[...]

Elle permet de caractériser dans son ensemble la méthode de division en mathématiques. »"
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" Extrait de Si le nombre m était conté, ouvrage coordonné par E. Barbin et J.P. Le Goff, Editeur Ellipses et IREM de Basse-Normandie, 2000. pages
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