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"Mais ce que nous appelons ici savoir c'est
connaitre par le moyen de la démonstratién."

Aristote
Introduction générale
"Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit démmaitisin"2

écrit Nicolas Bourbaki au début de §#éments de Mathématiques

Pourtant une lecture comparée de textes math&matigrecs et de textes
mathématiques contemporains nous apprend quertesdale la démonstration se sont
transformées au long de I'histoire des mathématigeesorte qu'il peut étre difficile de
reconnaitre le méme objet dans ces divers textesitant que I'on explique aujourd'hui
que la démonstration grecque est loin d'étre aiggrireuse qu'elle est apparue pendant
plusieurs siecles et I'on a méme parléadeinesdans le texte euclidien.

Ces remargues nous conduisent a parler du cazdustorique de la démonstra-
tion, ce qui pose une double question : en qugitsladu méme objet, autrement dit en
quoi les démonstrations de$ementsd’Euclide et les démonstrations dédémentsde
Bourbaki, pour prendre des textes aux deux bouthideire des mathématiques, parti-
cipent-elles de la méme notion et si elles paricigle la méme notion, quelles sont les
raisons qui ont conduit la démonstration & se foamserE?

Nous aborderons ces questions a partir de quettgrasnstrations exemplaires.

Cela nous conduira a expliciter les raisons quicamduit a transformer, non
seulement les formes de la démonstration, mais gdagralement le statut des objets
mathématiques. On pourrait résumer ces transfoongtia la question suivante : en
quoi ces deux sommes de la géométrie du XXéemeesige sont lesecons de Géome-
trie Elémentairede Jacques Hadamaret laGéométriede Marcel Bergérparlent-elles
du méme domaine de la connaissance ? on y retteayv@émes termes et les mémes
énoncés de théoremes mais les définitions des mé&mees sont différentes et les
démonstrations des mémes théorémes sont différentes

Cela nous conduira aussi a tenter de définir @éesi@nences en nous appuyant
sur la notion dhvariant historiquedéfinie par Paul Veylece qui permet de répondre
a la question : en quoi les divers modes de rasment que I'on rencontre dans I'his-
toire des mathématiques participent-ils d'une maot®n, celle que nous appelons la
démonstration ? Nous reviendrons sur ce point dareticle ultérieur.

De quelques démonstrations

1Aristote, Les Seconds Analytiquésaduction et notes par Tricot), Vrin, Paris 19798

2Nicolas BourbakiThéorie des Ensemblddermann, Paris 1954, p. 1

3Jacques Hadamartecons de Géométrie élémentaif2 tomes), Armand Colin, Paris 1949, réédition
Jacques Gabay, Paris 1989

4Marcel BergerGéométrie(5 volumes), CEDIC-Nathan, Paris 1977, rééditior2evolumes, Nathan,
Paris 1990

SPaul Veynel 'inventaire des différenceSeuil, Paris 1976



1- Le premier cas d'égalité des triangles
la démonstration euclidienne

Nous rappellerons d'abord I'énoncé tel qu'il estné dans leklémentsd'Eu-
clide (Livre I, proposition 4)

"Si deux triangles ont deux cbtés égaux a deuxscétéacun a chacun, et s'ils
ont un angle égal a un angle, ils auront aussi &sd €gale a la base, les triangles
seront égaux et les angles restants seront égaxpaagles restants, chacun a chacun,
c'est-a-dire ceux que les cbtés égaux sous-teriélent.

Voici la démonstration :

"Soient deux triangles ABC, DEF ayant les deuxs@B, AC égaux aux deux
c6tés DE, DF, chacun a chacun, d'une part AB a @&ytre part AC a DF, ainsi que
I'angle BAC égal a lI'angle EDF.

Je dis que la base BC aussi est égale a la baseE triangle ABC sera égal
au triangle DEF, et les angles restants seront &gaux angles restants, chacun a
chacun, c'est-a-dire ceux que les cotés égaux temaent, d'une part celui sous ABC a

celui sous DEF, d'autre part celui sous ACB a cstuis DFE.

A D

B C E F

En effet, le triangle ABC étant appliqué sur lamgle DEF, d'une part le point
A étant posé sur le point D, d'autre part la droB sur DE, le point B aussi s'ajustera
sur le point E parce que AB est égale a DE. Aldséfant ajustée sur DE, la droite AC
s'ajustera sur DF parce que l'angle sous BAC eat agcelui sous EDF. De sorte que
le point C aussi s'ajustera sur le point F parcegde plus, AC est égale a DF. Mais B
a aussi été ajusté sur E. De sorte que la base '§Gstera sur la base EF et lui sera
égale. De sorte que tout le triangle ABC s'ajustauasi sur tout le triangle DEF et lui
sera égal, et les angles restants s'ajusterontesiangles restants et leur seront égaux,
d'une part celui sous ABC a celui sous DEF, d'apiae celui sous ACB a celui sous
DFE.""

Premier point : le raisonnement ci-dessus s'apmsigentiellement sur le
principe de I'égalité par superposition. Ce priaagxprime une condition d'égalité des
figures, nous en donnons ici I'énoncé dans la traductovittac :

6Euclide,Les Elémentsntroduction générale par Maurice Caveing, tréidncet commentaires par Ber-
nard Vitrac, volume I, p. 200

’ibid, p. 201-202

8Remarquons que I'égalité euclidienne est une égdditgrandeur, I'égalité par superposition impliqua
I'égalité de grandeur. Cependant, en ce qui coedemdroites (les segments de droite d'aujounddtui
les angles, I'égalité de grandeur est équivalehégalité par superposition.



"Et les choses qui s'ajustent les unes sur lesalgont egales entre ellés.”

Ce principe énoncé parmi les axiomes (notions cona®) exprime, apres les
axiomes généraux sur les grandeurs, une premieg@i@e concernant les grandeurs
géomeétriques, savoir, une condition d'égalité, dmrdqui fait appel au mouvement (la
mise en coincidence). On peut alors considérerrceipe comme exprimant notre
expérience des corps solides, un corps solide éafihi comme un corps non
déformable par un mouvement sans que l'on puidsairdéne antériorité logique des
notions de mouvement et de corps solide ; autredigrnes notions de corps solides et
de mouvement sont concomitantes et I'on peut céreidqu'elles participent de
I'expérience premiére de I'homme confronté au mé@ndest en ce sens que I'on peut
parler d'un empirisme euclidien.

Second point : la démonstration du premier cagatité des triangles peut étre
définie comme décrivant une suite d'opérationslesideux triangles en question. Le
discours démonstratif s'appuie explicitement ssrdbjets (les triangles) représentés
par une figure, elle-mémmatériellementreprésentée par un dessjrc'est en ce sens
que l'on peut parler d'ungecture raisonnée du dessirC'est alors l'activité de
raisonnement qui permet de dépasser le dessinguoiaire d'abord la figure, c'est-a-
dire le dessin guestionné, ensuite l'objet id€alé@lité mathématique notion sur
laquelle nous reviendrons a la fin de cet article.

Ainsi le raisonnement se définit par rapport Bjében méme temps que I'objet
se construit avec le raisonnement. On peut aloesglie la construction de l'objet, en
tant qu'objet géométrique, et le raisonnement sontomitants ; nous renvoyons ici a
la dialectiqgue gonséthien¥edont on peut dire qu'elle se constitue dans cetbeomi-
tance ; s'il y a une doctrine préalable (pour neghre les termes de Ferdinand Gonseth)
qui fonde les regles du discours démonstratifecadtictrine ne devient préalable cue
posteriori autrement dit c'est la pratique de la démonstiajui permet de la fondér

Nous avons dit le réle joué par les opérationgratons mentales il est vrai,
mais on peut remarquer qu'une Vérification expémiade de la proposition énoncée
consisterait a effectuer les opérations annoncéascenstater la véritde faitde ces
propositions. Le passage aux opérations mentalestittee ainsi une étape importante
dans la transformation dait endroit.

Notons enfin le réle secondaire joué par la logidaquelle se présente essen-
tiellement comme réglant un enchainement ordoroeditions ; si la logique joue un

9Euclide, o.c. p. 178

10Nous ne nous intéressons pas ici aux conditiortetle expérience premiére ; pour préciser notretpoi
de vue nous renvoyons aux trois aspects de la swamze géométrique développés par Gonseth,
l'intuitif, I'expérimental et le théorique, aspedsr lesquels nous reviendrons. Nous renvoyons par
ailleurs a un article antérieur, "Quelques remasgeie la démonstration (Autour de la philosophie de
Gonseth)" inLa Démonstration mathématique dans I'Histo{@olloque Inter-IREM Epistémologie,
Besancon 1989), Editions IREM Besanc¢on-Lyon 1990.

11sur la définition de la figure et sa relation assie, nous renvoyons a notre article "De la dénmanst
tion en géométrie" ihe Dessin géométrique, de la main a I'ordinaté@wlloque Inter-IREM Géométrie,
(Le Quesnoy 1994), IREM de Lille 1996

12pour une étude de la dialectique gonsethienne remgoyons a l'artice de Hourya Sinaceur, "La
dialectique de l'espace", iBspace et horizon de réalitéphilosophie mathématique de Ferdinand
Gonseth), sous la direction de Marco Panza et Géaunde Pont, Masson, Paris 1992

13Ferdinand Gonseth,a géométrie et le probléme de I'espaEeitions du Griffon, Neuchatel, 1945-
1955, volume | : "La doctrine préalable"



réle de structuration du raisonnement, c'est, pepirendre |'expression imagée de Gon-
seth, celui d'ufagent de la circulation.

Enfin nous signalerons le réle de ce premier ¢agatité des triangles dans la
construction de la rationalité géométrique, c'edird d'une connaissance discursive
des situations géométriques : s'appuyant sur teipe de I'égalité par superposition, le
premier cas d'égalité des triangles permet dep&sser et par conséquent d'éliminer
toute référence au mouvement dans la suite duulisggométrique.
la démonstration hilbertienne

A c6té de la démonstration euclidienne que I'trouwe telle quelle dans la plu-
part des traités classiques de géométrie éléementaus rappellerons la démonstration
hilbertienne correspondante, ce qui nous conduirgréciser en quoi elles se
ressemblent et en quoi elles different. Nous redrems plus loin sur les raisons qui ont
conduit Hilbert a se détacher des conceptionsdiaales.

Hilbert expligue que la géométrie est I'étude rdestsystemes de choses qu'il
introduit ainsi :

"Nous pensons trois sortes de choses ; nous nomesaokoses du premier sys-
téme depoints; nous les désignons par des lettres majuscéléd C, ...; nous nom-
monsdroitesles choses du deuxiéme systéme et nous les désigaindes minuscules
a, b, c, ... nous appelonplans les choses du troisieme systeme et nous les désign
par des caractéeres greesB, y,..."16

Hilbert ne donne aucune définition de ces choseslement une fagon de les
nommer et de les noter ; points, droites et plansant que des mots et ne renvoient a
aucune signification antérieure a leur usage

Hilbert poursuit :

"Entre les points, les droites et les plans, neoaginons certaines relations que
nous exprimons par des expressions telles ques«satr», « entre », « congruent » ; la
description exacte et appropriée au but des mattigoes de ces relations est donnée
par les axiomes de la géométtie.

Ici encore les termes « étre sur », « entre »gngment » n'ont d'autre signi-
fication que de participer a I'énoncé des axiomes.

Les axiomes expriment les relations entre lesderprimitifs, relations a partir
desquelles pourra s'élaborer le raisonnement dédutitbert énonce vingt-trois
axiomes répartis en cinq groupes correspondantsdédfétents types de relations :
appartenance, ordre, congruence, parallélismejncatét, mais ici encore, ces termes
ne renvoient a aucune signification antérieure @r lesage et ne sont que des

l4Ferdinand Gonsetli,a géométrie et le probléme de I'espace. volume Il : "Les trois aspects de la
géométrie”, p. 62

15Cette élimination du mouvement est un élément ¢issatu discours de la connaissance rationnelle
que l'on peut considérer comme la réponse aux paeadde Zénon. Le mouvement ne deviendra objet
de connaissance rationnelle que lorsque le temgasé&é géométrisé au XVlleme siécle, se distinguant
ainsi de la notion de devenir. Le temps de la sei@hassique est un temps statifié.

16David Hilbert,Les Fondements de la Géométfis99) (édition critique préparée par Paul Ro}sier
Dunod, Paris 1971, p. 11

170n connait la boutade attribuée a Hilbert qui psapde remplacer les termes points, droites, plans p
tables, chaises et verres de biéres ; la consiruataurait changé en rien du point de vue derlgtsire

du discours.



constituants du discours géométrique. Nous verrphs loin le lien avec la
connaissance intuitive.

Une fois les axiomes énonceés, la géométrie sela@we selon des régles logi-
ques explicites qui régissent l'usage des termee®€nonceés, une démonstration ne
s'appuyant que sur les axiomes, les propositiot&sianrement démontrées et les régles
logiques ; ainsi tout recours a l'intuition ou asignification des regles et des énoncés
est éliminé.

Dans un tel cadre, le mouvement n'a plus sa ptaéme implicite. Pour définir
I'égalité, Hilbert introduit la notion de congruengour les segments et pour les angles,
on définit ainsi deux relations d'équivalence reipement sur les segments et sur les
angles. Pour démonter le premier cas d'égalitétritasgles, Hilbert doit énoncer un
axiome qui remplace le principe de I'égalité pgpesposition, qu'il énonce sous la
forme suivante (axiome I111,5)

"Si dans deux triangles ABC et A'B'C', les congoas suivantes sont satis-
faites :

AB=AB' AC=AC OBAC=0OB'A'C
la congruence suivante ABC= OA'B'C' I'est aussit®

Cet axiome remplace le recours au prinicpe dealitégpar superposition,
évitant ainsi tout recours explicite au mouvement.
Notons qu'un simple changement de désignatiorigunpla congruence

OACB=0A'C'B'

L'axiome 11,5 énoncé, Hilbert peut alors énoneedémontrer le premier cas
d'égalité des triangles (qu'il appelle premieradmsongruence).

Hilbert démontre d'abord I'unicité du report daegment donné sur une demi-
droite d'origine donnée ; l'existence d'un tel rest énoncée par l'axiome Ill,1 qui
définit la congruence entre segments, l'unicitéltéde I'axiome 11,5 compte tenu de
l'unicité du report des angles assurée par I'axidbide®.

Notons d'abord que deux triangla8C et A'B'C' sont ditscongruentssi les
cOtés correspondants et les angles correspondantscengruents. On peut alors
énoncer le théoreme suivant (théoreme 12) :

"Si entre deux triangles ABC et A'B'C’, sont satisk les congruences
AB=A'B' AC=AC OBAC=0OB'A'C'
ces deux triangles sont congruers."
L'axiome 11,5 implique les congruences

OABC=0A'B'C' OACB=0OA'C'B'

18David Hilbert, o.c. p. 22

1%0n pourra comparer avec la proposition 2 du liviesElémentsjui énonce une construction explicite
(algorithmique) du report, Euclide, o.c. p. 197.

20David Hilbert, o.c. p. 25



Reste a démontrer la congruer®@ = B'C'. Sur la demi-droite d'originB' et
portant le segme'C, il existe un poinD' et un seul tel quBC=B'D’ ; I'axiome III,5
appligué aux deux trianglésBC et A'B'D' implique la congruence

OBAC=0OB'A'D'

Ainsi l'angleB'A'D', congruent a I'angIBAC est congruent a lI'ang®A'C' ce
qui contredit l'unicité du report des angles. éhsuit que les poin' etD' coincident
et que les triangleABC et A'B'C' sont congruents.

Une comparaison entre les énonceés hilbertien efideen nous montre une
proximité sémantique si I'on considére que les eésrimilbertiens, méme s'ils sont en
principe sans signification antérieure au discotgsyoient a la connaissance intuitive.
C'est ce qu'explique Hilbert a propos des axionee ¢eur regroupement lorsqu'il écrit
au début de l'ouvrage'chacun de ces groupes exprime quelques faits foed&aux,
liés les uns aux autres et qui nous sont donnésl'pamition2l. La construction
formelle n'est donc pas arbitraire et renvoie agilgsifications qui lui sont antérieures ;
en ce sens on peut parler chez Hilbert d'une coiecedualiste de la connaissance,
nous reviendrons sur ce point ci-dessous.

La distinction se situe dans la constitution dscdurs démonstratif. Si le
discours euclidien s'appuie sur les objets endaattels, ce qui implique qu'il suppose
d'une part leur existence, d'autre part une cosaac® intuitive de ces objets (que ces
objets participent des Idées platoniciennes owealiede la connaissance empirique im-
porte peu ici), le discours hilbertien recherchmyrpdes raisons de légitimation sur les-
quelles nous reviendrons ci-dessous, une autonparigapport a toute signification
extérieure ; les objets ne sont que des motsdteses primitifs de la théorie) reliés par
des assertions (les axiomes) énonegpsori.

Si, dans le cadre de la géométrie euclidienniglese, en tant qu'elle représente
les objets sur lesquels porte le raisonnementdianl{sans que nous nous prononcions
ici sur la nature de ces objets), joue un rble regde elle n'a plus de place dans le
raisonnement hilbertien qui porte uniqguement ssmiots et les regles d'usage de ces
mots, c'est-a-dire la syntaxe. Il faut cependartemdes nombreuses figures qui
accompagnent l'exposé hilbertien et qui nous régmefjue ce discours, s'il se veut
indépendant de toutes significations extérieures,canstitue en référence a ces
significations. Si celles-ci n'interviennent pastant que telles dans le discours, celui-Ci
doit, en derniere instance, énoncer les proprigti&ndues, la difféerence avec Euclide
portant essentiellement sur la méthode ; c'est eersems que l'on peut parler du
formalisme comme méthode, c'est l'autonomie duodisc(ou plutdt la constitution
d'un discours autonome) qui permet d'assurer lzedgdes démonstrations, celles-ci
étant débarrassées de tout recours a l'intuition.

C'est cela qui permet a Emile Borel critique dibétit d'écrire :

“La possibilité de ramener la géométrie a une tleéanalytique et algébrique
purement abstraite ne doit cependant pas nous faitdier les origines concrétes de
la géométrie. Lorsque M. Hilbert nous dit : penstmmss systémes de « choses » que
nous appellerons points, droites et plans, ces esebt » ayant par définition des
propriétés telles que la suivante: par deux poiatspeut faire passer une droite et une

21pavid Hilbert, o.c. p. 11



seule, nous savons trés bien que M. Hilbert n'ayraint pensé a ces « choses » si Eu-
clide n'avait pas vécu avant 42"

D'une certaine facon la critique est injuste dansiesure ou Hilbert sait bien
qu'il ne fait que ré-écrire ldslémentsd'Euclide, mais Borel explique son scepticisme
devant un exposé qui se veut indépendant de tdgtefication intuitive. Nous
reviendrons ci-dessous sur ce point qui marquefa@idda signification du formalisme
et ses limites.

la démonstration "algeébre linéaite

Toute autre est la troisieme démonstration dereenier cas d'égalité dans sa
version "algebre linéaire". Ici, non seulementdadgage se veut indépendant de toute
signification extérieure, mais la relation avegémétrie élémentaire n‘apparait plus.

Nous nous placons ici dans le cadre de l'algéhéaire dont on sait que, du
point de vue structural, la géométrie élémentdestmu'un chapitfé

Placons-nous dans le plan affine euclidien swolps des réels, on sait définir

la longueur d'un segmeAB, c'est la norme euclidienne du vect&; quant a l'angle
de deux vecteurs il est défini par la relation

_ KBAC
ook K0 ARG

On appelle triangle un triplet de points non atignOn peut alors énoncer le
théoreme suivant :

Soient deux triangles ABC et AB'C' tels que legergs RB etEC aient res-
: R [
pectivement méme normes que les vecteumﬂgc et que les angIeGEB ,EC) et

(ADB' ,AQZ' ) soient égaux, alors il existe une isométrie etsmde f telle que
f(A)=A' f(B)=B' f(C)=C'
En effet, on sait qu'il existe une transformatdime et une seule telle que
f(A)= A’ f(B)=B' f(C)=C'

et les hypothéses impliquent que cette transfoomast une isométrie.

Dans cette démonstration la figure n'intervierg, pa situation géométrique est
définie dans le seul cadre de l'algébre linéainesseules propriétés utilisées sont les
propriétés générales des espaces affines et desedoquadratiques, propriétés
supposées antérieurement explicitées. Il n'y a ed, principe, aucun recours a
quelquintuition géométrique, ne serait-ce que cemnsimple référence a la facon
hilbertienne citée ci-dessus.

22Emile Borel,L'espace et le tempBelix Alcan, Paris 1922, p. 6-7
23Nous renvoyons ici a l'ouvrage de Jean DieudoAiggbre linéaire et Géométrie élémentaiker-
mann, Paris 1964



comparaison des trois démonstrations données Gtes

En quoi les trois démonstrations étudiées ci-despeuvent-elles étre
considérées comme les démonstrations d'un mémethéoSi I'on peut considérer que
les énoncés se ressemblent, en quoi parlent-is o€ me chose? Nous avons vu d'une
part un raisonnement portant sur des objets dexisience est affirméa priori (la
démonstration euclidienne), d'autre part un raisorent portant sur des objets définis a
travers le seul langage de la théorie qui se pmplesles étudier (la démonstration
hilbertienne et la démontration "algébre linéaireg)qui pose déja la question du lien
entre ces divers objets. Si le discours hilbertien, tant qu'il se veut proche de
I'intuition, apparaisémantiquement prochdu discours euclidien, en quoi le discours
"algebre linéaire" renvoie-t-il a la géométrie éddtaire? Cette derniére question pose
la question des relations entre la géométrie éléireret sa reconstructioa I'algébre
linéaire4. Nous nous contenterons dans un premier temp®skr pes questions, nous
proposant, dans la suite de l'exposé, de revemirlesuraisons qui ont conduit a
transformer a la fois les modes de raisonnemdetsthatut des objets géométriques.

2- Un plan et une sphere

Qu'est-ce qui différencie un plan et une spheseféponse est empiriquement
évidente. Pourtant nous pouvons tenir un discoansnoun sur le plan et la sphére si
I'on décide d'appeler droite sur la sphere uneeligm plus court chemin, c'est-a-dire un
grand cercle, le plus court chemin entre deux paletla sphere étant défini par le petit
arc de grand cercle joignant ces deux points (lasigs deux points ne sont pas
diamétralement opposés, cet arc est unique); nelss permet, non seulement
d'énoncer des propositions communes, mais encarelé@maonstrations communes. Se
pose alors le probléme d'une distinction langagikreces deux objets empiriquement
distincts ; autrement dit, comment distinguer, lpaseul discours, le plan et la sphére?

Considérons la proposition suivante :

Soit ABCD un quadrilatere sphérique convéxkes propositions suivantes sont
équivalentes
i les c6tés opposés sont deux a deux égaux,
ii: les diagonales se coupent en leurs milieux.

La démonstration de cette proposition est la mgueedans le cas du plan, elle
utilise les cas d'égalité des triangles ou la syiméentrale dont les propriétés sont ana-
logues en géométrie plane ou en geomeétrie sphéfduenoins tant que I'on ne parle
pas de droites paralleles). Nous laissons leslgétas démonstrations au lecteur.

Nous appelleronpseudo-parallélogrammen quadrilatére convexe satisfaisant
les assertions i et ii de la proposition ci-dessus voit ainsi se mettre en place un dis-
cours géométrigue commun pour le plan et la sphgresompris le discours
démonstratif, discours commun que |'on peut coetimvec la proposition suivante

24Cette derniére question fera I'objet d'un prochiicle.

25Pour la définition des polygones sphériques eptepriétés générales de la géométrie sphériques, nou
renvoyons aux deux chapitres consacrés a la géersptrérique de I'ouvrage de Jacques Hadarhard,
cons de Géométrie élémentaiteme Il "Géométrie dans l'espace”, o.c. p. 45k83proposition énoncée
ci-dessus provient de 'exercice 487, p. 79.



Soit ABCD un quadrilatére sphérique convexe, lestrg cotés sont égaux si et
seulement si les diagonales se coupent en leuisuxiét sont orthogonales.

Hadamard appelle, non sans justesse, un quadgilspéérique convexe dont les
quatre cOtés sont égaux, lasange sphériqué

Continuant notre discours commun, nous dironsdpiex segments sphériques
orientés (arcs orientés de grands cerdrd)et RSsontéquipollentssi le quadrilatere
PQSRest un pseudo-parallélogramme.

Ces définitions et propriétés nous conduisent septa question suivante : a
guel moment le discours sur le plan et le discsurda sphere vont-ils se séparer? Une
telle question n'est autre que celle de l'adégumatio discours démonstratif aux
situations géométriques, l'ajustement entre la a@sance empirique et la
connaissance rationnelle, c'est-a-dire la pos&bdiune connaissance issue du seul
raisonnement.

La sphére et le plan sont deux objets géométrigugsriguement distincts et
cette distinction doit apparaitre dans le coursaitbnnement, ce qui, heureusement, se
produit. En effet si la relation d'équipollence ésinsitive dans le plan, grace au
postulat des paralléles, elle ne l'est plus sgplere comme il est facile de le vérifier.
Ainsi, du point de vue du raisonnement, c'est Istydat des paralléles qui assure la
distinction, entre la sphere et le plan (sous u&sque le plan soit euclidien) ; cela pose
un autre probleme, c'est moins la sphére en tansphére qui est en cause, on peut en
effet définir les pseudo-parallélogrammes dans léa fhyperbolique (géométrie de
Lobatchevski) et les propositions énoncées ci-dessont encore vraies et se
démontrent de facon analogue, utilisant les cagalité des triangles ou la symétrie
centrale.

On peut alors remarquer que les propositions éemci-dessus participent de
la géométrie absolutelle que la concevait Janos BoR/ala séparation se faisavia le
postulat des paralleles. Il reste évidemment dndiger la géométrie sphérique et la
géomeétrie hyperbolique, ce que nous ne ferons @as lé cadre de cet article.

En ce sens, la démonstration fixe d'une partdeseamblances et les différences
entre deux objets, ressemblances et différencegadpdres mais surtout ressemblances
et différences structurales dans la mesure ou ot les axiomes qui permettent de
distinguer, sur le plan théorique, les situatio@ésrgétriques ; on dépasse ainsi la situa-
tion empirique, c'est moins le plan et la sphefiesqut en question que la présence ou
I'absence du postulat des paralléles ; les olpktas et spheresdeviennent ainsi
susceptibles d'une définition qui devient antéeeateur empiricité.

Une telle construction ne saurait se situer dansatlre euclidien ; dans un tel
cadre le plan et la sphere sont déterminés commnetsotistincts, non seulement
empiriguement mais aussi théoriquerd&niC'est alors une analyse du discours
démonstratif qui permet de fixer les ressemblafmeselles de ces deux objetgpriori
distincts et le moment ou le discours se différenai'est encore cette ressemblance
formelle qui permet de penser la sphére comme welacuclidien de géométrie non-
euclidienne ; c'est, dans un cadre différent, uradyae de ce type qui a conduit Felix

26ipid.

27Janos Bolyai, "Science Absolute of Space" tranglateDr. George Bruce Halsted, in Roberto Bonola,
Non-euclidean geomet§t912) (translated by H. S. Carslaw), Dover Pabioms, New York 1955

28Nous distinguons la sphére définie comme I'ensemb points de I'espace équidistants d'un point
donné et la sphére definie comme surface indépemeatrde tout plongement dans I'espace.
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Klein a voir dans une construction de Cayley desdétes de géométrie non-
euclidiennés.

Nous voyons apparaitre ici un caractére essamieliscours démonstratif, son
caractére explicatif. Le discours démonstratif @eantente pas de nous dire que I'équi-
valence des deux assertions i et ii ci-dessusrast, il nous apprend comment l'usage
d'un axiome nous permet d'assurer la vérité d'uaprigté ; c'est en ce sens que I'on
peut parler d'uneausalité mathématiqée

La démonstration comme discours

Point commun aux diverses démonstrations citéelessus : la démonstration
est un discours, discours de connaissance qui sappwe adéquation entre ce discours
etcequ'il nous permet de connaitre. Reste alors daigqu| autant que cela se peut, les
conditions de cette adéquation si I'on considéer apiqu'il permet de connaitre ne se
réduit pas au discours qui le fait connaitre.

C'est la question que pose Paul Valéry lorsquitit,é a propos de la
démonstration grecque :

"Songez a la subtilité et a la volonté qu'il leufalu (aux géometres grecs)
pour accomplir l'ajustement si délicat, si improbsbdu langage commun au
raisonnement précis ; songez aux analyses qu'itsfaites d'opérations motrices et
visuelles trés composeés ; et comme ils ont biessié@lans la correspondance avec les
propriétés linguistiques et grammaticales. lls smntsfiées a la parole et a ses
combinaisons pour les conduire sirement dans lEsFa

On pourrait considérer ce probleme comme étanti ad |'adéquation du
langage auxchoses en employant volontairement un terme aussi vaguee celui de
chose d'autant plus vague que daosene peut étre appréhendée mug le langage,
autrement dit c'est le langage qui précise la climet on parl& En ce sens
I'adéquation se construiia I'usage du langage.

Mais alors que pour les Grecs le langage doit prend'appréhender la chose
en tant que telle, ce qui les conduira a s'interdoute étude scientifique d'un
phénomene lorsqu'ils ne sauront le réduire a spresgion langagiére (c'est le sens des
paradoxes de Zénon), le développement de la scanmmhuira a repenser les choses en
fonction du langage qui les exprime, quitte & meetke la distance entre les choses et
leur expression langagiere.

La connaissance scientifique devient alors miarsonnaissance des choses en
tant que telles que la connaissance des chaada fagcon dont on peut en parler et le
caractere discursif de la démonstration exprin@tactere discursif de la connaissance
scientifique. Dans ces conditions l'ajustement gamte Valéry est essentiellement une
construction. On peut relier la construction de agistement au principe de la
meilleure convenance que Gonseth appellerilecipe d'idonéités. L'idonéité marque

29Felix Klein, "Uber die sogennante Nicht-euklidiscBeometrie"Mathematische AnnaleBand 1V,
1871 p. 573-625 ; une traduction francaise par Llaesfeparu sous le titre "Sur la géométrie dite eon
clidienne"Annales de la Faculté des Sciences de Toulo(is@. G1-G62

30Georges Bouligand,a causalité mathématiquelermann, Paris 1934

3lpaul Valéry, "La crise de l'esprit" (1919)\fariété 1 et 2réed. idées/gallimard, Paris 1978, p. 48-49
32Umberto EcoKant et I'ornithorynque(1997), traduit de litalien par Julien Gayrardagset, Paris
1999, chapitre | : "sur I'étre".

33Ferdinand Gonsetl,a Géométrie et le Probléme de I'Espage. volume | : La Doctrine Préalable, p.
57-58
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moins l'ajustement au sens que dit Valéry que ldleue ajustement a un moment
donnée; en ce sens l'idonéité n'est pas donnémisnmur toutes et se construit dans la
démarche scientifique elle-méme, ce qui impligue caractere historique. Ce sont les
diverses formes de l'idonéité qui constituent ce @onseth appelle desynthéses
dialectiqueg?.

En nous appuyant sur la notion de synthése digiextnous distinguerons trois
moments du langage mathématique. Il s'agit moindédieir des moments historiques,
méme si I'on retrouve ces moments dans I'hist@sendathématiques, que de penser les
diverses formes du rapport entre les mathématigtde langage en fonction des
problématiques sur lesquelles ces rapports se roseit. Du point de vue de
I'épistémologie des problématiques (cf. Appendita)question est alors moins de
classer ces diverses formes et les époques histsriou elles se sont développées que
de tenter d'expliciter comment les problemes ausquse sont confrontés les
mathématiciens les ont amenés a transformer ceme$or Nous explicitons dans
I'appendice la place de ce que nous appelons us&mplogie des problématiques au
sein de I'épistémologie.

Les trois moments du langage mathématique

La comparaison deslémentsd’Euclide et desondements de la Géométie
dessus esquissée met I'accent sur une premietecdife essentielle.

Le discours grec se constitue sur des objets wjusdnt antérieurs (que ces
objets relévent des Idées platoniciennes ou sagsnis de la connaissance sensible
importe peu ici) et ce sont ces objets qui donmsemnis au discours. Les propositions
premieres, axiomes et postulats, sont autant deéeséx partir desquelles le discours
démonstratif permet d'énoncer de nouvelles végiigésont les théorémes.

Les postulats et axiomes se manifestent essemntielit comme des propriétés
évidentes, que cette évidence releve de la corammissempirique ou des nécessités de
la construction de la rational#é Ainsi Legendre pourra écrire au début de ses
Eléments de Géométrie

"Axiome est une propriété évidente par elle-méme.
Théorémeest une vérité qui devient évidente au moyen @iisonnement ap-
pelédémonstration3é

Le discours hilbertien, au contraire, construg kebjetsvia le discours lui-
méme ; les objets ne sont que des motsteleses primitifs reliés par des assertions,
lesaxiomes qui ne sont que les régles d'usage de ces tgmimaisifs. Une fois énoncés
les termes primitifs et les axiomes, le discoursnaléstratif permet d'énoncer les
théoremes ; ces derniers ont perdu leur statut é@gevpour n'étre plus que des
assertions valides dans le cadre axiomatique @gu®l ils sont construits.

La question se pose alors des raisons qui ontuiibadoasser du point de vue
euclidien, longtemps considéré comme le modéladigleur logique, au point de vue
hilbertien.

34Ferdinand GonsethlL.a Géométrie et le Probléme de I'Espacec. volume IV : La Synthése
Dialectique; pour une analyse de la notion de ®gehdialectique nous renvoyons a l'article cité de
Hourya Sinaceur, "La dialectique de l'espace".

3%0n peut citer parmi ces derniéres les notions comesiuelatives aux grandeurs, cf. Euclide, o.c.
Volume I, p. 178-179

36Adrien-Marie LegendreEléments de Géométridouziéme édition, Firmin Didot, Paris 1823, p. 4
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C'est cette recherche des raisons qui nous a itandéfinir les trois moments
du langage mathématique ; d'abord celui de l'adi&uau langage aux choses qui
caractérise les mathématiques grecques, ensulitiedecla“"seule et méme énonciation”
dont nous allons parler ci-dessous, enfin celuiodonalisme hilbertien.

La question de la "seule et méme énonciation”

Nous étudierons d'abord la question dedale et méme énonciatipesée par
Desargues et la méthode des transformations allaelie est liée. Le point de vue
arguésien qui deviendra le point de vue projedif, ne remet pas en question la
géométrie grecque dont il propose essentiellemerilargissement, pose cependant la
question d'une réorganisation du corpus euclidien.

Dans un opuscule sur la perpective qu'il publi€l686, Desargues, terminant
son article par des considerations théoriques, ngumaque des droites paralléles
deviennent en général concourantes par perspeetivéciproquement des droites
concourantes peuvent devenir paralleles par pdargpe€ette remarque sera le point
de départ de soBrouillon Project d'une Atteinte aux Evénemens Reacontres du
Cone avec un Plade 1639 dans lequel il développe une théorie émifies coniques
comme perspectives de ceréles

L'analogie entre droites concourantes et droiteallgles mise en évidence par
la perspective conduit Desargues a dire que detesnoaralléles ont un point commun
a distance infinie. Mais Desargues va plus loinces points fictifs que sont les points
a distance infinie et les points ordinaires s'égkahpar perspective c'est que ces divers
types de points participent des mémes propriétagyvp qu'elles soient conservées par
perspective, et jouent le méme rble ; c'est ainsiQesargues réunit cones et cylindres
sous l'appellation commune deuleaux Il peut alors considérer les rouleaux a base
circulaire et leurs sections planes, les coniquesntrant que ces dernieres ont les
mémes propriétés dés lors que l'on peut les étutliar une seule et mesme
énonciation, construction et préparation ou pouredmieux par un seul et mesme
discours et sous de mesmes pargckes”

Cette question de Iseule et méme énonciatiojduera un réle important avec
le développement de la méthode des transformatibnsuffit de montrer qu'une
certaine figure se déduit d'une autre figure pa&r tsansformation définie pour affirmer
que les propriétés de l'une induisent des propridee I'autre ; ainsi les faisceaux de
droites paralleles et les faisceaux de droites @marantes ont les mémes propriétés, de
méme les diverses coniques, lesquelles se dédilgsenhes des autres par perspective,
ont les mémes propriétés.

La"seule et méme énonciatioast justifiée par la possibilité de transformee un
figure en une autre. Si, dans un premier temps,remourt explicitement a la
transformation échangeant deux figures, trés viteamprendra qu'il n'‘est pas besoin
d'expliciter la transformation des lors que l'oit ga'elle existe ; ainsi Newton n'a pas
besoin d'expliciter la transformation qui transferom quadrilatére en parallélogramme
pour considérer que le probléme de la construaliane conique tangente a quatre
droites et passant par un point est résolu ded'@uesait résoudre le probléeme lorsque
le quadrilatere est un parallélogran¥h®e méme la géométrie perspective de TdYlor

37Girard DesarguesBrouillon Project d'une Atteinte aux Evénemens des Reresodu Cone avec un
Plan (1639), in René Tatoh, oeuvre mathématique de Desarguesn, Paris 1981.

38'ettre de Desargues a Mersenne”, in René Tatoeuvre mathématique de Desargues. p. 83.
39saac NewtonThe Principles of Natural Philosopt{§686) Motte's translation revised by Cajori, Uni-
versity of California Press, Berkeley 1962 ; Newtdécrit d'abord une transformation "projective”



13

et de Lambeft suffit a construire le tableau sans que I'on agdin d'effectuer la
construction a partir de I'objet "en vraie grandeur

La"seule et méme énonciatioptendra une nouvelle ampleur lorsque Gergonne
expliquera comment I'équivalence des figures seiiréd une simple question de
langagé2. On connaissait la transformation par polairegpréques par rapport a une
conigue qui échange droites et points de tellerfapee des points alignés deviennent
des droites concourantes et des droites concosrdeigennent des points alignés ; on
peut ainsi associer a toute proposition géométriqueairvu qu'elle porte sur des
propriétés dites descriptives, c'est-a-dire neafdispas intervenir la mesure, une
proposition duale en échangeant les termes pdimso#es et les termes alignement et
concours. Comparant cette situation avec d'autteatisns de dualité (polyédres de
I'espace, géométrie sphérique), Gergonne énoncethduogie générale de la dualité
remarquant que la démonstration de la duale d'ungopition s'obtient en dualisant la
démonstration de la proposition donffe®©n obtient ainsi une version langagiére de la
notion de transformation que I'on peut considéoenroe I'aboutissement de"lseule et
méme énonciationle Desargues. Les raisons géométriques qui famdiiepoint de
vue de Desargues s'effacent devant les seuledéoatsons langagieres.

On voit ainsi comment ce second moment caractgrséla "seule et méme
énonciation; en se débarrassant peu a peu des justificatimesngnt géométriques et
en mettant en avant le caractére purement langdgi&"seule et méme énonciatign”
conduira a une conception purement langagiereadevité mathématique, oublieuse de
la signification géométrique des termes employéestCen cela que nous pouvons
parler d'élimination du sens, c'est ainsi que datsde des pseudo-parallélogrammes
ci-dessus nous avons pu établir comment un disammrsnun peut étre poursuivi a la
fois pour le plan et pour la sphere, et plus gdagrant en géomeétrie non-euclidienne,
sans faire référence aux objets sur lesquels onilieg et comment ce sont encore des
considérations langagiéeres, I'énoncé d'un axionpplémentaire, autrement dit une
bifurcation du discours, qui permet de disting@esrdivers cas possibles.

Il faudrait, pour étre complet, parler des métlsodenalytiques qui se
développent a la méme épodueamenant la résolution des problemes de géométrie
aux seules meéthodes du calcul littéral, c'est-@-dir un calcul sur des signes
représentant les objets que l'on étudie ; maisrendpa vite conscience que le calcul
porte essentiellement sur les signes indépendamdertbute signification de ces
signes. C'est le point de vue de Fermat dévelomp®s daDissertation en trois
parties'.

Une telle conception de la géomérie sera critiquareLeibniz qui cherchera a
développer un calcul portant sur les objets géamqets eux-mémes mais il butera sur

(Lemme XXII, p. 90-92) ce qui lui permet de "rengharalleles” deux droites données sans avoir besoin
d'expliciter la construction.

40Kirsti AndersenBrook Taylor's on Linear Perspectiv@pringer-Verlag, New York, Berlin 1992.
41Roger Laurent & Jeanne Peiffeka place de J.H. Lambert dans l'histoire de la pective
Cedic/Nathan, Paris, 1987.

42Gergonne, "Considérations philosophiques sur Emeéhs de la science de I'étenduainales de Ma-
thématiques Pures et Appliquéeslume XVI, (1826) pp. 209-231.

43pour une étude des travaux de Gergonne sur lat@ualius renvoyons a l'article de Karine Chemla,
"Sphére et dualité’Actes de la Quatrieme Université d'Ete d'Histoire MegthématiquegLille, juillet
1990), IREM de Lille 1994

44Desargues et Descartes sont contemporains

45Pierre de Fermat, "Dissertation en trois partisDéuvres (5 tomes), publiés sous la direction de Paul
Tannery et Charles Henry, Gauthier-Villars, Pari96,.8ome troisieme, traduction par Paul Tannery, p.
109-120
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la difficulté de définition de ces objé¢s Plus tard Poncelet énoncera les deux
hypothéses de la géométrie analytique sous la feumante : la premiére hypothese
exprime que, une situation géométrique étant dgniaégéométrie analytique permet
de la représenter par des équations qui correspbrideertaines propriétés de cette
situation géométrique ; la seconde hypothése dif gprés que certains calculs ont été
effectués, les nouvelles équations obtenues camegmt encore a des propriétés de la
situation géométriquié Poncelet pose ainsi la question de la signiboades
calculs par rapport a la situation géométrf§usi la premiere hypothése est banale et
releve de la mise en place d'un dictionnaire, zolde hypothese pose un probleme
plus difficile : si le calcul porte sur les sigrindépendamment de ce qu'ils représentent,
comment peut-on comprendre que les résultats decabsul nous donnent des
renseignements sur la situation étudiée. Notons [Descartes avait compris cette
difficulté qui, au Livre 11l de s&éométrietente d'interpréter géométriguement certains
calculge.

Poncelet, a la fois insatisfait d'une réductiorcakeul qui occulte les raisons des
faits géométriques ainsi établis et fasciné pgpussance de la méthode analytique,
cherchera, et les géometres dagnthétique® a sa suite, a mettre en place les
conditions d'un raisonnement, sinon d'un calcuktgmd directement sur les objets
géométriques tout en gardant la souplesse et md@#e du calcul analytique. Ainsi,
dans un article ou il démontrait par des vgasement géométriquetes résultats sur
les mouvements des corps solides obtenus analgteptepar Euler et D'Alembert,
Poinsot écrivait :

"Nous voila donc conduits par le seul raisonnemgnine idée claire que les
géometres n'ont pu tirer des formules de l'analgsest un nouvel exemple qui montre
'avantage de cette méthode simple et naturellecalesidérer les choses en elles-
mémes, et sans les perdre de vue dans le couashnnement.5!

C'est en ce sens que l'on peut considérer lesagéesdits synthétiques comme
des continuateurs de la pensée de Leibniz.

Les géoméries non-euclidiennes

Nous avons dit ci-dessus le caractere d'évidencel@yvait marquer, pour les
géometres grecs et leurs successeurs, les prirbipkesgéométrie ; or parmi les divers
axiomes et postulats énoncés l'un posera problesanesgn manque d'évidence, le
postulat des paralléles (cinquieme postulat Besnénty, dont I'énoncé donné par
Euclide n'est que la formed hocpour pouvoir démontrer la proposition 29 du Livre

46G.W. Leibniz,La caractéristique géométriquéexte établi, introduit et annoté par Javier Eenga,
traduit, annoté et postfacé par Marc Parmentidan, Waris 1995

47Jean-Victor PonceleBrincipes d'Analyse et de Géométiigeux tomes), Gauthier-Villars, Paris 1864,
tome deuxieme, p. 320-321

48C'est le probléme que pose toute représentatiobaligme d'une situation lorsque I'on affirme que le
calculs (c'est-a-dire les transformations effectuger les symboles de facon indépendante des objets
représentés) nous donnent des informations situkisn primitive.

49René Descartesa Géométrig1637) inDiscours de la Méthodéayard, Paris 1986

50_es géometres du XIXéme siécle opposeront a la giienadalytique la géométrie synthétique ; faut-
il voir dans ce dernier terme autre chose qu'ugerfale s'opposer a la méthode analytique? Ce serait
tout cas un contre-sens que d'y voir une opposiitre analyse et synthése.

5]y ouis Poinsot, "Une nouvelle théorie de la rotatims corps'Journal de Mathématiques pures et ap-
pliquées tome XVI, 1851, p. 9-72, 73-129, 289-336



qui affirme I'égalité des angles alternes-interdésoupés par une sécante sur deux
droites paralléles.

Nous rappellons d'abord I'énoncé euclidien datstuction de Vitrac,

"Si une droite tombant sur deux droites fait leglas intérieurs et du méme
c6té plus petits que deux droits, les deux droitesiéfiniment prolongées, se
rencontrent du c6té ou sont les angles plus petiesdeux droits2

Voici alors I'énoncé de la proposition 29 du livre

"Une ligne droite tombant sur des droites paralieli@it des angles alternes
€gaux entre eux, et aussi l'angle extérieur égdéihiagle intérieur et opposé, et les
angles intérieurs et du méme c6té égaux a deuxsdkdi
et sa démonstration :

"En effet que la droite EF tombe sur les droitesafiales AB, CD. Je dis qu'elle
fait des angles alternes égaux: ceux sous AGH, GéiDangle extérieur, celui sous
EGB, égal a celui sous GHD, intérieur et opposdgestangles intérieurs et du méme
cOté, ceux sous BGH, GHD, égaux a deux droits.

E

A\G B

F

En effet, si celui sous AGH est inégal a celui 81D, I'un d'entre eux est plus
grand. Que celui sous AGH soit le plus grand. Qeleicsous BGH soit ajouté de part
et d'autre. Ceux sous AGH, BGH sont donc plus ggaee ceux sous GHD, BGH.
Mais ceux sous AGH, BGH sont égaux a deux droiteczeux sous BGH, GHD, sont
plus petits que deux droits. Les droites sur degleenplus petits que deux droits,
prolongées indéfiniment, se rencontréihquieme postulat)

Donc les droites AB et CD prolongées indéfinimemntencontreront. Or elles
ne se rencontrent pas puisqu'elles ont été suppgsalleles. Donc I'angle sous AGH
n'est pas inégal a I'angle sous GHD. Donc il estléllais celui sous AGH est égal a
celui sous EGB et donc celui sous EGB est égal ausslui sous GHD.

Que celui sous BGH soit ajouté de part et d'auteux sous EGB, BGH sont
donc égaux a ceux sous BGH, GHD. Mais ceux sous, sont égaux a deux
droits. Et donc ceux sous BGH, GHD sont égaux & deoits.

Donc, une ligne droite tombant sur des droitesafiates fait des angles
alternes égaux entre eux, et aussi I'angle extéégal a l'angle intérieur et opposé et
les angles intérieurs et du méme co6té égaux a dieits. Ce qu'il fallait démonter.

52Euclide,Les Elémentsvolume |, p. 175
53ibid. p. 251

15
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La démonstration apparait comme une paraphras&mancé du cinquiéme
postulat ; mais I'on peut penser que la proposti@®, dans la mesure ou elle était la
réciproque des deux propositions qui la précédemaiesont indépendantes du postulat,
se devait d'étre démontrée. On peut alors considlérencé du cinquiéeme postulat
comme la marque d'un échec dans la recherche diémanstration de la proposition
1,29. Les successeurs d'Euclide I'ont bien comguiisont passé plus de vingt siécles a
tenter de démontrer le postulat, sous sa forménailigou sous des formes équivalentes
telle celle de Playfair qui €énonce :

"Par un point non situé sur une droite, on peut arame droite paralléle et une
seule a cette droite*

La question était moins celle de la vérité du plastdes paralleles que de la
démonstration d'une proposition vraie et non-éuielenraie par ses conséquences
puisque c'est le postulat des paralléles qui fdadeéthode des aires et la théorie des
proportions geometriques, vraie aussi parce qpedtulat est lié a I'existence de cette
figure premiere de la géométrie élémentaire gleestctangles.

Le "scandale de la géométriepour reprendre une expression de D'AlentBert
résidait dans la non-démonstration d'un énoncémeas dont la vérité ne relevait pas
de l'évidence. Recherchant les raisons des obstaclaine telle démonstration,
D'Alembert expliquait :

"On parviendrait plus facilement a la trouv@a démonstration du postulat des
paralléles) si on avait une bonne définition de la ligne t&oi:57

Se pose ainsi la question d'une bonne définitiodaddroite, ce que Enriques
appellera plus tard ungééfinition logique c'est-a-dire indépendante de tout recours a
I'expérience sensible. Nous y reviendrons.

La question du postulat des paralléles sera résdans la premiére partie du
XIXeme siecle, par la découverte (I'invention!) dé®métries non-euclidienr¥&sTout
en se placant dans un cadre euclidien, celui chcipe de I'égalité par superposition,
les peres fondateurs (Gauss, Bolyai, Lobatchevski) proposeront d'étudier les

S4Dans son édition deBlémentsd’Euclide, Heath énonce une liste d'énoncés éaritmlau postulat des
paralléles, énoncés souvent issus des tentativelemenstration de ce postulat (Eucliche Thirteen
Books of the Elementtranslated with introduction and commentary by Biomas L. Heath (1925),
Dover Publications Inc. New York 1956)

S5Rappelons que Ibn Al Haytham (Xéme siécle) et Lampéviliéme siécle) ont tenté de montrer que
si trois angles d'un quadrilétére sont droits,Uatgéme angle est droit, ce qui implique le pagtdes
paralléles. Notons limportance culturelle du regte, en particulier dans les constructions
architecturales (les temples grecs sont des plEEliedes) ; si cela n'impligue pas nécessairement
I'explicitation du postulat des paralléles, celplique le caractére euclidien des objets que lengée
étudie, ainsi les mathématiques chinoises qui étiidies objets comme les carrés et les cubes podgsed
ce caractere euclidien méme si les géometres shimont jamais énoncé le postulat des parallefes (c
Jean-Claude MartzloffHistoire des Mathématiques Chinoisédasson, Paris 1987). En ce sens, la
possibilité d'une géométrie non-euclidienne remetause le "sens commun", c'est d'ailleurs celaqui
conduit Gauss a la nommer "non-euclidienne".

56Jean Le Rond D'AlembeiEssai sur les Eléments de Philosopiigs9), Fayard, Paris 1986, p. 318
Sibid. p. 317

58En ce qui concerne les géométries non-euclidientass renvoyons a l'ouvrage cité de Roberto Bo-
nola, ainsi qu'au texte de Jean-Luc Chabert, "Leevi@isse démonstration du cinquiéme postulat” in
Histoires de problémes, Histoire des mathématiqéeié par la Commission Inter-IREM Epistémolo-
gie), Ellipses, Paris 1993, p. 277-297
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conséquences de la négation du postulat des pesallén tel travail avait été entrepris
par les mathématiciens arabes (lbn Al Haytham, Alayyamj°® puis repris au
XVllleme siecle par Sacchéfiet Lambefi?, dans I'espoir de trouver une contradiction.
L'absence de contradiction rencontrée dans le dgpement du discours démonstratif
conduira Gauss, Bolyai, Lobatchevski, a pensemgutelle contradiction n'existe pas et
par conséquent que l'on peut parler d'une nougglitenétrie. Les propriétés de cette
nouvelle géomérie dont plusieurs résultats sontramas a l'intuition usuelle conduira
Gauss a l'appelamon-euclidienng terminologie peu heureuse dans la mesure ou les
textes des peéres fondateurs sont rédigés dangdum @aclidien comme nous l'avons dit
ci-dessus. C'est ainsi que Bolyai appelleyjdométrie absol$@ I'ensemble des
propriétés géométriqgues indépendantes du postdat paralleles ; c'est la partie
commune aux deux géométries. C'est ainsi que Lbbaski s'appuiera, pour étudier la
trigonométrie, sur la géométrie de la sphere p@stplle-ci, dont la définition et les
propriétés sont indépendantes du postulat deslglasl est la méme en géométrie
euclidienne et en géométrie non-euclidiefne

Si I'on est encore loin de la conception langagi{és objets y sont ceux de la
géométrie usuelle), on peut voir, a la lecture destes des peres fondateurs,
I'importance du discours démonstratif puisque d@stui permet de se dégager de
I'intuition des objets. Il faudra cependant un pagplémentaire pour que la conception
langagiére s'affirme : la constrution de modelesligiens de la géométrie non-
euclidienne (cf. ci-dessous).

Mais il faut noter aussi comment cette conceptangagiere s'appuie sur un
renouveau de la pensée empiriste, en réactionrétitpue kantienne.

Si l'invention kantienne des formaspriori de l'intuition proposait une réponse
aux difficultés que constitue, pour I'empirisme pssage de la connaissance sensible
aux idées, elle allait conduire I'empirisme a s®uwweler en marquant la distance entre
la connaissance sensible et les constructiondaotetlles qui en sont issues.

C'est ainsi que Lobatchevski peut écrire dansrifape de sedNouveaux
Principes de Géométrie

"... Il n'existe dans la nature ni droites, ni cowsbeni plans, ni surfaces
courbes : nous n'y trouvons que des corps, en spréetout le reste, congu par notre
imagination, n'existe que dans la théorgé."

et pour préciser cette conception du caracterdicetf> des constructions géome-
triques, Lobatchevski ajoute :

"Cela étant, notre esprit ne trouve aucune condn a admettre que
certaines forces de la nature suivent une géométritautres leur géoméetrie propre.”

5% halil Jaouichel.a théorie des Paralléles en Pays d'Is|avnin, Paris 1986

60Gerolamo Saccherkuclides ab omni naevo vindicatddilan 1733

61 ambert, "Theorie der Parallellinien” (176@8)agazin fiir reine und angewandte Mathemalti&ipzig
1786

62Janos Bolyai, o.c.

63Nicolas Lobatchevskil.a théorie des paralléle€1840), traduction par Jules Houél (1868), rééditi
Monom, 1980

64Nicolas Lobatchevski, "Nouveaux principes de la géie’, (1835-1838), traduit du russe par F.
Mailleux, Mémoires de la Société Royale des Sciences de, [3iége série, tome 2, 1900, p. 25

65 e terme "artificiel" doit &tre entendu ici commepogé au terme "naturel” (est artificiel ce qui istx
pas dans la nature, ce qui est construit par I'ngmm
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affirmation loin d'étre claire a I'époque lorsqtanlsait que, confronté a la géométrie
non-euclidienne, I'un de ses fondateurs, Gaussitpesprobleme de la détermination
de lavraie géométrie.

Ainsi la question de l'adéquation entre le langetgles choses était posée d'une
maniere nouvelle, le discours étant moins desonptie la réalité que représentation
d'icelle aux fins de mieux l'appréhender. Une telteception allait permettre de
répondre aux opposants a la géométrie non-eudtidigrour qui la possibilité de
plusieurs géométries était contradictoire.

En effet, si, comme le veut la conception grectpiggangage a pour fonction de
dire le monde, le discours géométriqgue doit étrequen; ainsi Frege, aprés avoir
expliqué que la sciencest une totalité de vérités liées entre elfeBcrit :

"Qui tient la géométrie euclidienne pour vraie #ditrera un sens a chacun de
ses théoremes et considérera que chacun de seeeitiné® exprime une veérité. |l
s'ensuit qu'il reconnaitra que les termes concdptuepoints », « droites », « plans »
ont un sens. Dans la géométrie euclidienne, ceztairerités ont été transmises comme
axiomes. Qui tient une pensée pour fausse ne pegicbnnaitre comme axiome ; un
axiome est donc une vérité. De plus, c'est le mogn concept d'axiome qu'on
reconnaisse qu'il est vrai sans avoir besoin d'esitvérités."

Suit une discussion dans laquelle Frege explique lpn ne peut a la fois
considérer comme vraie la géométrie euclidiennia egéomeétrie non-euclidienne et
affirme qu'il faut"compter la géométrie non-euclidienne parmi les-soiences qui ne
méritent encore une faible considération qu'atetdle curiosités historiques"

Quelques années auparavant, Cayley expliquait :

"My own view is that Euclid twelth axiom in Playfaiform (I'axiome des paral-
leles)does not need demonstration, but is part of ouronobdf space, of the physical
space of our experience - the space, that is, winebome acquainted with by
experience, but which is the representation oézalernal experiences”

C'est que la possibilité d'une multiplicité de métries née de l'existence(!) de
géométries non euclidiennes pose un double problgmubléme d'ordre physique
(quelle est la vraie doctrine de l'espace?) etlproé d'ordre logique (qu'est-ce qui
fonde le discours démonstratif de la géométrie?).

Si nous ne pouvons aborder, dans le cadre dertieeale probleme d'ordre
physique, nous reviendrons sur le probleme d'dadyigjue avec la réponse formaliste
apportée par Hilbert. Cependant avant d'abordepoi@t de vue de Hilbert nous
voudrions parler diProgramme d'Erlangeé® publié par Klein en 1872 qui aborde la
question de la multiplicité des géométries du pdmtvue de la théorie des groupes de
transformations.

Le Programme d'Erlangen et le point de vue structual

66Gottlob Frege, "Sur la géométrie euclidienne'Eierits posthumestraduits de l'allemand sous la di-
rection de Philippe de Rouilhan et Claudine Tiergekditions Jacqueline Chambon, Nimes 1994, p.
199-201

67Arthur Cayley, "Presidential Adress to the Britihsociation, September 1883" Report of the British
association of Science" 1883, p. 3-37 ; n°78C€atlected Mathematical Papers.c. vol. XI, p. 429-459
68Felix Klein, Le Programme d'Erlangefi872) (traduction Padé), Gauthier-Villars, P4834
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Le Programme d'Erlangende Felix Klein est d'abord une tentative de metee
I'ordre dans les relations entre la géométrie ptvje telle qu'elle s'est développée au
long du XIXeme siecle et la géométrie élémentdagéométrie d'Euclide).

La géomérie projective avec la méthode des tramsftions, par sa généralité et
sa fécondité, a conduit les géometres projectifgo@ dans cette géométrie une
géométrie générale dans laquelle doit s'insérgetanétrie élémentaire, d'autant que
les propriétés d'icelle peuvent étre reformuléassda cadre projectif en prenant en
compte certains éléments imaginaires tels les paytliques du plan, points a l'infini
communs a tous les cercles de ce plan ou lI'omlglicanique a l'infini appartenant a
toutes les spher&s C'est cette remarque qui conduira Cayley a dél@s propriétés
métriques d'une figure plane comme les propriétéegtives de cette figure a laquelle
on a ajouté les points cycliques, précisant :

"Metrical geometry is thus a part of descriptiveogeetry, and descriptive
geometry isall geometry, and reciprocally?®

Cette possibilité de reformuler les propriétés rmaes dans le cadre de la
géométrie projective et par voie de conséquendesidémontrer par les méthodes de
la géométrie projective posait un probleme de e logiqué. En effet certains des
objets et des concepts de la géométrie projectaisaient appel a des notions
métriques, ainsi le birapport et par conséquemtolion de transformation projective
définie comme transformation conservant l'alignetmegnle birapport ; quant aux co-
niques dont Desargues avait montré qu'elles étteikds projectivement équivalentes,
leur définition s'appuyait sur des considératiorstrigues dans la mesure ou elles
étaient définies comme perspectives de cercle. foblgme se posait donc d'une
construction de la géométrie projective indéperelagié la géométrie usuelle, en
particulier d'une définition purement projective Oirapport et des transformations
homographiques, de méme des coniques.

Une réponse sera proposée par Felix Klein dansatee de la théorie des
groupes de transformations géométriques, c'esteapiienant en compte les relations
entre groupes de transformations et invariantstCabjet duProgramme d'Erlangen
de 1872.

Felix Klein rappelle au début de son article d'yat que les propriétés
métriques expriment les relations des objets dpdee avec un cercle imaginaire a
I'infini ('ombilicale), d'autre part que les dépdaments, considérés comme opérant sur
la totalité de I'espace, sont des transformatiooggtives conservant I'ombilicale. Ceci
lui permet de définir la géométrie métrique a padé la géométrie projective en
restreignant le groupe des transformations projestia celles qui conservent
I'ombilicale (on sait depuis Chasles qu'il s'agitgloupe des similitudé3.

Partant de ces remarques, Felix Klein peut aléffid une géométrie par la
donnée d'un groupe de transformatidaggroupe principal opérant sur un espace ; les
propriétés géométriques sont alors les proprigteariantes par le groupe principal.

69)ean-Victor PonceleTraité des Propriétés Projectives des Figyres. Tome Premier, p. 47-48 ; Mi-
chel Chasles[raité de géométrie supérieyr@authier-Villars, Paris 1852/1880, p. 424-425.

7OArthur Cayley, "A sixth memoir upon quanticBhilosophical Transactions of the Royal Society of
London vol. CXLIX, 1859, p. 61-90 ; n°158 i@ollected Mathematical Papers.c. vol. Il, p.561-592
7IC'est ainsi que Felix Klein parle de'fatale inconsistance de la géométrie projectiyE&lix Klein,
Development of Mathematics in thel@entury(1928), translated by M. Ackermann, Math Sci Press
Brookline Mass. 1979, p. 122).

72Michel ChaslesApercu Historique sur I'Origine et le Développemeats Méthodes en Géométrie
Bruxelles 1837, rééditions Jacques Gabay, Pari8,12&49-550



Deux géométries sont ditégjuivalentedorsque leurs groupes sont isomorphes ; pour
préciser ce dernier point, Felix Klein introduit tetion decorps défini comme un
ensemble de figures sur lequel le groupe opérelsmant transitivement, c'est-a-dire
que deux figures du corps étant données, il existetransformation et une seule du
groupe envoyant la premiere figure sur la secoridedonnée d'un corps caractérise
donc completement une géométrie. Une géométriet élannée, une géométrie
subordonnéest définie par un sous-groupe du groupe principal

La géométrie projective est ainsi déterminée pagrbupe projectif opérant sur
I'espace projectif ; la géométrie euclidienne dstsadéfinie par le sous-groupe des
similitudes définies comme le groupe des transftiona conservant I'ombilicale. Dans
ce cadre les géométries non euclidiennes peuventétinies par la donnée d'un sous-
groupe conservant une quadrique convenable.

Le point de vue de Klein prolonge des travaux raeés de Cayley sur les
invariants des formes algébriques (les polyndmemdgenes), c'est-a-dire des
fonctions des coefficients qui restent inchangéas(facteur prés) lorsque I'on effectue
certaines tranformations linéaires sur les coordedgh Dans le cas de trois variables
homogenes, correspondant a la géomeétrie projeptarge, Cayley avait proposé une
interprétation géométrique de ces invariants ; gg@métrie cayleyenne est définie par
la donnée d'une conique dans le plan projectiégttlansformations considérées sont
les transformations conservant la conique; les esgions invariantes par ces trans-
formations expriment alors les propriétés de lang&oe cayleyenne correspondante.
Cayley remarquait que, dans le cas bi-dimensiorosgue la conique dégénére en
deux points que I'on peut considérer étre les paiptliqgues du plan projectif, la géo-
métrie correspondante n'est autre que la géonydaiee euclidienne, les transforma-
tions préservant la conique, c'est-a-dire les gmirts cycliques, n'étant autre que les
similitudes, ce qui lui permettait d'expliciter leen entre propriétés meétriques et
propriétés projectives comme nous l'avons déjaitl871, Felix Klein montrera que,
lorsque la conique n'est pas dégénérée, la géemgdsileyenne n'est autre que la
géomeétrie non-euclidienffe on obtient ainsi la géométrie de Lobatchevskiiil qu
nomme hyperbolique, lorsque la conique est réellagéométrie elliptique lorsque la
conique est imaginaire. On peut voir dans l'artd#e1871 la premiére ébauche d'une
classification des géométries qui sera systémadiage leProgramme d'Erlangen

Le Programme d'Erlangempportait une nouvelle conception de la géométrie.
D'une part l'accent était mis sur I'espace et nwrles figures et la donnée du groupe
apparaissait comme une structuration de la géoenébnsidérée. D'autre part la notion
d'équivalence montrait que les propriétés géométsgiépendent de la structure ainsi
définie et non de la forme particuliére de cettengétrie ; Felix Klein renouvelait ainsi
le point de vue arguésien de"kBeule et méme énonciatiorh mettant I'accent sur la
structure du discours; on peut y voir la naissadaepoint de vue structural qui
caractérise les mathématiques du XXeéme siecle.

Mais a c6té de ce point de vue formel, il fautr\anissi la possibilité de lire les
propriétés d'une géométrie donnée a travers unadéée équivalente permettant ainsi
destransferts d'intuitionpour reprendre une expression de Jean Dieudoningi &
point de vue structural s'appuie deés l'origine &la sur une plus grande abstraction
(une plus grande généralité pour reprendre le [ngde Chasles) et sur un

73Arthur Cayley, "Memoirs upon Quanticg”hilosophical Transactions of the Royal Society ofdan
CXLIV 1854 p. 244-258, CXLVI 1856 p. 101-126, 627-64ZXLVIIl 1858 p. 415-427, 429-460,
CXLIX, 61-90, in Collected Mathematical Paper®e.c. vol. 1l, n°139 p. 221-234, n°141 p. 250-275,
n°144 p. 310-335, n° 155 p. 513-526, n°156 p.527-58158 p.561-592

74Felix Klein, "Uber Die sogennante Nicht-euklidisadBeometrie", o.c.
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élargissement de l'intuition. C'est alors un nouvpaysage des mathématiques qui
s'ouvre et dont le XXéme siecle recueillera leggru

L'axiomatique hilbertienne

Dans son article "Les Principes de la Géométrieblip en 1911 dans
I'Encyclopédie des Sciences MathématicqieEnriques posait la question d'une
définition logique des objets de la géométrie,tedire une définition dégagée de tout
recours a l'expérience sensible. Cette recherchdéfiaition logique se voulait la
réponse aux questions posées par la découverigédesétries non-euclidiennes et de
la multiplicité des géométries.

Cependant, au moment ou Enriques redigeait sarteanine réponse avait déja
été proposée par David Hilbert, lequel avait pulelie 1899 la premiére édition des
Fondements de la Géométdéja cité.

Comme nous l'avons déja expliqué, les termes geémmeés utilisés dans le
discours hilbertien ne renvoient en principe a aecsignification extérieuré& leur
usage est défini par les assertions premieresanides axiomes.

Cependant, comme l'explique Hilbert lui-méme dsms ouvrage, a propos des
axiomes, ceux-ci et la facon dont ils sont regreupé sont que l'expression de
"quelques faits fondamentaux, liés les uns auxesust qui nous sont donnés par
I'intuition™77.

Hilbert sera plus explicite dans un ouvrage widriorsqu'il écrira :

"In mathematics, as in any scientific research,find two tendencies present.
On the one hand, the tendency towatlstraction seeks to crystallise thiegical
relations inherent in the maze of material thatbeing studied, and to correlate the
material in a systematic and orderly manner. On dliger hand, the tendency toward
intuitive understandingfosters a more immediate grasp of the objectsstndies, a
live rapport with them, so to speak, which stresses the canonetining of their rela-
tions.'”8

Ainsi apparait une complémentarité entre un pdéntvue logique qui permet la
rigueur du langage et un point de vue intuitif gemvoie aux objets premiers et aux
assertions premieres de la géométrie clasglquen ce sens le formalisme hilbertien
apparait bien plus comme un choix méthodologiqueamumme une conception globale
des mathématiques.

Cependant, en ce qui concerne la mise en placdishours mathématique,
Hilbert insiste sur la nécessité d'une construciiotonome de ce discours, c'est-a-dire
indépendante de toute signification extérieure @iseours. Hilbert précise cependant
gue cette autonomie du discours qui caractérigenidance a l'abstraction ne réduit pas

"SFederigo Enriques, "Les Principes de la GéométrieErnisyclopédie des Sciences Mathématiques
pures et appliquées, édition francaisgauthier-Villars et Teubner, Paris-Leipzig 1904-491é-édition
Jacques Gabay, Paris 1991 ; Livre Il premier volurcigapitre 1, p. 13

78Nous reprenons ici une expression de Ferdinand élormans son ouvradees Mathématiques et la
Réalité (Blanchard, Paris 1936/1974), ouvrage dans letmseur analyse la relation entre le discours
théorique et les significations auxquelles il reevo

""David Hilbert, o.c. p. 11

8David Hilbert, S. Cohn-VosseBeometry and Imaginatignranslated by P. Nemenyi, Chelsea, New
York 1952, p. iii

7C'est cette complémentarité qui explique l'abondades figures dans leBondements de la
Géométrie les figures renvoient a la signification intudique la construction hilbertienne se propose de
représenter tout en s'en détachant quant a la d&tho



I'activité mathématique a la seule logique, ilfait un objet, c'est ainsi qu'il explique
dans une conférence prononcée en 1927 :

"Comme toute science, la mathématique ne peutcétistruite sur la seule lo-
gique. Une donnée est indispensable, composéeetiatmncrets, résultant d'une expé-
rience extérieure a la pensée. Pour assurer ladvaides déductions, ces objets doi-
vent pouvoir étre examinés sur toutes leurs fakcesr présentation, leur discrimina-
tion, leur ordonnance, leur relation de voisinagawént étre données immédiatement
et intuitivement et cela de facon irréductible autfes relations. Telle est ma position
philosophique devant les mathématiques ou toutsgeescientifique ; elle me parait
indispensableEn mathématiques, les objets que nous examinonst stes signes qui
pour nous sont clairs et reconnaissablésouligné par nou%j°

Si objet premier il y a dans la construction lagigles mathématiques, cet objet
est le signe, lequel peut étre un mot comme darigthatique de la géométrie ; c'est la
seule facon, selon Hilbert, d'assurer la cohérenagiscours.

Cette importance accordée au signe nous renvaiearactéristique universelle

de LeibniZ! ou a l'idéographie de FrégeCependant chez ces auteurs les signes restent

des représentations d'objets qui leur sont antdriewsi l'idéographie permet la
construction d'un langage exempt d'ambiguité, -@lfenvoie a un contenu comme le
précise Frege dans son article sur la nécessitée ddéographie Begriffsschift,
littéralement : écriture des concepts). Aprés av@marqué qu'un concept n'étant pas
objet d'intuition"il a besoin d'un représentant intuitif qui nousrtenifeste®s, Frege
préecise :

"aussi avons-nous besoin d'un ensemble de signgfi¢ple toute ambiguité, et
dont la forme strictement logique ne laisse pasppbr le conten§

Au contraire le signe hilbertien n'a aucune astgaification que celle que lui
donnent les regles d'usage que sont les axiomasi KHilbert, prenant acte du fait que
le sens fait obstacle a la rigueur du discoursjdééd'éliminer le sens. On peut
comparer l'attitude formaliste a la position desmétres grecs face aux paradoxes de
Zénon ; face a ces paradoxes, les géometres gnemient rejeté du domaine
scientifique ce que le langage ne pouvait prendreharge sans contradiction, ainsi le
mouvement et l'infini ; avec l'apparition d'une tiplicité de géométries et plus tard les
paradoxes de la théorie des ensembles, dont nopsuvens parler ici, Hilbert et a sa
suite les mathématiciens formalistes, pour sauegrnhathématiques, éliminaient les
objets eux-mémes ou plutdt les réduisaient a detsotbe discours.

On ne peut mieux comprendre la différence de quime entre Frege et Hilbert
gu'en lisant la réponse de Frege a Hilbert aprés cglui-ci lui a envoyéles
Fondements de la Géométrierege ne peut accepter que l'on énonce des axisams
avoir défini préalablement les objets sur lesqpeltent ces axiomésg;est demander
aux axiomes de jouer le réle qui incombe aux dédims” écrit-il, précisant :

80David Hilbert, "Les fondements des mathématiquesfé@@nce prononcée en 1927, publiée dans I'édi-
tion citée de l'ouvragd.es Fondements de la Géométoec. p. 261

81 eibniz, La caractéristique géométrique.c.

82Gottlob Frege, "Que la science justifie le recautme idéographie" (1882), Ecrits logiques et philo-
sophiquestraduction et introduction de Claude Imbert, Exdi§ du Seuil, Paris 1971

83bid. p. 64

84ibid. p. 66
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"Les propositions non définitionnelles (axiomesngpes fondamentaux, théo-
remes) ne doivent contenir aucun mot ou signe tlrgens et la référence (ou la
contribution a I'expression de la pensée) ne sa#t géja pleinement établis, en sorte
qu'il n'y ait aucun doute sur le sens de la proposi sur la pensée qui y est
exprimée.... Les axiomes et les théoremes ne pedora jamais établir la référence
d'un signe ou d'un mot qui y figureette référence doit étre déja établi¢souligne
par nous¥®

Frege précise dans sa lettre, moins ce que sodéfaitions et les axiomes, que
leur réle dans la construction de la science sdchaa définitions et axiomes ne
relevent pas de la logique. Ainsi pour les déefoms :

"Chaque définition contient un signe (une expressim mot) qui ne possédait
pas de référence auparavant, et auquel la défimidno confere uns®

et pour les axiomes :

"Quant aux axiomes, j'appelle ainsi des proposgigni sont vraies mais qui ne
peuvent étre prouvées parce que la connaissancenqus en avons découle d'une
source entierement étrangere a la logique, et dae peut nommer lintuition de
I'espace.8”

On peut ainsi distinguer deux formes de formabsatc'est-a-dire denise en
signe des mathématiques ; la premiére, la caractéanistite Leibniz ou I'idéographie de
Frege, exige que les signes renvoient au contenteligesorte que le calcul sur les
signes porte sur les objets eux-mémes; la seca@idééresse au seul signe
indépendamment de toute signification et se progeseduire le raisonnement au seul
usage convenablement réglé des signes.

Si la premiére forme de formalisation (la cardstigue de Leibniz ou
l'idéographie de Frege) laisse entier le probleraelad définition, au sens que la
définition est antérieure a la formalisation, lenfialisme hilbertien, quant a lui, résoud
ce probleme en I'éliminant : point n'est besoindééinir les objets mathématiques
réduits a n'étre que des signes, les axiomes alsxgsiesont soumis déterminant leur
usage dans le discours mathématique.

On voit ainsi se constituer ce que l'on peut agpehemathématique des rela-
tions par opposition a lmmathématique des objale la tradition euclidienne conduisant
a unedésontologisatiomles objets mathématiques au sens ou ils ne relpkenque du
seul discours. Cette désontologisation constitue das grandes transformations de la
pensée mathématique au tournant du siecle.

Reste que les objets étudiés et les axiomes éaqrar le géometre, y compris
par le géométre formaliste, ne sont pas arbitrgiréaxiomatique hilbertienne, lors
méme qu'elle s'en dégage, s'appuie sur la géonBEielide dont elle se propose
d'établir, d'une facon rigoureuse, les résultatsc&a la géométrie ne se réduit pas au
seul jeu langagier comme a pu le laisser croire laotire réductrice de Hilbert, en
méme temps que c'est ce jeu langagier qui peraetuder la rigueur du discours.

Ainsi apparait, comme l'explique Hilbert dans téface citée d&eometry in
Imagination un certain dualisme de l'activité scientifiquetrenune tendance vers
I'abstraction, laquelle renvoie a la primauté dugbge, plus précisément de ses seuls

85 ogique et fondements des mathématiques, Anthd[b8i® - 1914) publié sous la direction de Fran-
¢ois Rivenc et Philippe de Rouillant, Payot, P&gi92, p. 223.

86ibid. p. 222

87ibid. p. 223
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aspects syntaxigues, et une tendance vers la chenmién intuitive, autrement dit a
I'expérience humaine du monde.

Les limites du formalisme

Si I'on considere que le langage dit les chosegukstion de la cohérence du
discours renvoie a celle de la cohérence du magndeipe essentiel sans lequel on ne
peut penser une connaissance scientifique. Sislodrs dit la vérité du monde, il ne
peut étre contradictoire ; c'est cela qu'exprimegErorsqu'il écrit dans sa lettre citée a
Hilbert :

"De la vérité des axiomes il suit qu'ils ne se oedisent pas. Aucune preuve
supplémentaire de ce fait n'est donc exigi§le"

La non-contradiction est ainsi d'ordre ontologiguedle est dans le monde et
c'est parce qu'elle est dans le monde qu'elle@atsmon-contradiction du langage.

Par contre, si le langage est une constructiconaate, la question se pose de la
non-contradiction du discours scientifique, questmui absorbera Hilbert pendant
plusieurs années. On a vu que les modéles eudidiera géométrie non-euclidienne
renvoyaient la question de la non-contradictioreecde la géométrie euclidienne, ce
qui déja posait probleme : deux discours géomeétdqueoexistaient, a la fois
contradictoires et s'inscrivant dans une théoriamane ; ainsi, marquant ses distances
avec l'empirisme facon Cayley ou le platonisme fia€oege, la conception langagiere
permettait de comprendre que cette coexistencelijuait pas contradiction. Restait
alors a montrer la non-contradiction de la géoraétriclidienne, ou plutdt du discours
hilbertien qui la fondait. S'appuyant sur la repréation analytique de la géométrie
élémentaire, Hilbert renvoyait la question de san-contradiction a celle de
I'arithmétique, puis, celle-ci reconstruite dansdere de la théorie des ensembles, a la
non-contradiction de cette derniére. Ainsi toutesiion de non-contradiction d'une
théorie renvoyait a une théorie plus large. La tioese posait alors de la construction
d'une théorie formelle, c'est-a-dire purement lgigge, suffisamment riche pour
englober I'arithmétique, dont on puisse prouvearda-contradiction de l'intérieur de la
théorie. En 1931, Goddel montrait qu'on ne pouvaihdntrer la non-contradiction d'une
telle théorie formelle de l'intérieur de cette thiéoruinant ainsi les espoirs de Hilbert
d'une démonstration formelle de la non-contradictles mathématiques.

Pourtant le théoreme de Go6del n'a pas mis finusade des méthodes
formalistes, si I'on sait que l'apport de cellegabtervient autant avant le théoreme de
Godel avec la mise en place de l'algébre mod&meapres avec le développement de
la géométrie algébrigéeet I'analyse fonctionnelé C'est que les mathématiques, y
compris les mathématiques formalisées facon Hilbertse réduisent pas au systeme
formel qui les représente dans un cadre donnéi Bmsrbaki, disciple de Hilbert, peut
écrire sans se contredire :

"En résumé, nous croyons que la mathématique stinde a survivre, et qu'on
ne verra jamais les parties essentielles de ce shageix édifice s'écrouler du fait d'une

88 ogique et fondements des mathématiques, Anthdb@f® - 1914)o.c. p. 223

89B. L. Van der Waerdemloderne AlgebraSpringer-Verlag, Berlin 1930

90alexandre Grothendieck et Jean DieudonBéments de Géométrie Algébrigumusieurs fascicules
publiés par I''HES dans les années soixante ; wssiaAlexandre Grothendieck et Jean Dieudonné,
Eléments de Géométrie Algébrigu&pringer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York 197

9L ynn H. Loomis,An Introduction toAbstract Harmonic Analysigan Nostrand, Princeton at 1953



contradiction soudain manifestéanais nous ne prétendons pas que cette opinion
repose sur autre chose que l'expérien@uligné par nousi'est peu diront certains.
Mais voila vingt-cing siecles que les mathématigient I'habitude de corriger leurs
erreurs et d'en voir leur science enrichie, non apgie ; cela leur donne le droit
d'envisager l'avenir avec sérenit&."

Iy a cependant une critigue du formalisme plusfgnde, sur le plan de
I'activité mathématique, que la seule limitatioterne liée au théoréme de Godel. C'est
cette derniére que nous voulons aborder ici.

C'est le risque d'une méthode efficace que d'afiparcomme bien plus qu'une
méthode, voire d'apparaitre comme I'essence méng®maine de la connaissance ou
elle intervient. C'est ainsi que Cavailles déclatane facon quelque peu ambigué, a
propos de l'axiomatique hilbertienne :

"De la a considérer que seule la méthode axiomatigeut fonder et étendre le
travail mathématique, parce qu'elle exprime soremss, il n'y avait qu'un pas, qui fut
fait en 18999

et que Dieudonné voit dans le formalisme le priaciméme de Iactivité
mathématiqu¥. Mais peut-étre faut-il voir dans ces textes Ifegpion d'un succes ; si
une méthode permet une telle fécondité, elle est plus qu'une méthode et participe
de la définition méme du domaine dans lequel aliervient ; ce qui pose une question
plus vaste, celle de la force de I'élimination dnsscomme mode de pensée.

Nous avons insisté dans la présentation de |'aatigore hilbertienne sur le
caractére méthodologique du formalisme. Le dualibitieertien tel que nous l'avons
expliqué ci-dessus marque lui-méme les limites almélisme et la nécessité du lien
avec les aspects intuitifs de la pensée mathéneatiaes aspects intuitifs sont loin
d'étre négligés dans la construction hilbertienomroe I'explique Hilbert lui-méme a
propos des deux tendances de l'activité sciengéfiqu

Pour comprendre comment se situent ces deux teesladans l'activité
mathématique nous rappellerons comment Felix Kéejolique la place accordée a la
connaissance intuitive :

"Il ne faut pas toutefois se départir de cette prggion qu'une question ma-
thématique ne doit pas étre considérée comme ctenpddit épuisée alors qu'elle n'est
pas encore devenue intuitivement évidente ; déaoawvmoyen de I'Analyse, c'est bien
faire un pas trés important, mais ce n'est faire ¢pipremier pas?

On peut alors considérer que le role de la sciesste de construire de
I'intuitivement évidente détour rationnel n'étant que I'un des moyenka donstruction
de cetintuitivement évidentconception que l'on peut rapprocher de celleimée par
Legendre au début de sements de Géomeétriea connaissance intuitive n'est plus
la seule connaissance premiere, elle est ce quin anoment donné, peut étre
appréhendé globalement par le sujet connaissase situe ainsi aux deux bouts du

92Nicolas BourbakiThéorie des Ensemblesc. Paris 1954, p. 9

93Jean Cavaillegyléthode axiomatique et formalisniE937), ré-édition avec une introduction de Jean-
Toussaint Desanti et une préface de Henri Cartarméaten, Paris 1981, p. 75

94Jean Dieudonné, "Les méthodes axiomatiques modetries fondements des mathématiqued'dés
Grands Courants de la Pensée Mathématisozivelle édition augmentée, Blanchard, Paris 1962
95Felix Klein, Le Programme d'Erlangem.c. p. 38
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processus de connaissance. Dans ce cadre, le imaaapparait comme l'une des
formes extrémes du détour rationnel.

Ce point de vue sera explicitté par Gonseth, I'es gbhilosophes des
mathématiques de ce siecle dont les analyses teaterplus pres de l'activité
mathématique. Dans son ouvrdges Mathématiques et la Réali@onseth posera la
question d'une possible autonomie du langage paoraaux objets et répondra par la
négativés, Tout en reconnaissant I'apport hilbertien a laemén rigueur du discours
mathématique, Gonseth remarque que la construetkdmatique s'appuie sur une
connaissance antérieure, celle-ci participantidtuition. C'est cela qui le conduira a
expliciter les trois aspects de la connaissaniogjitif, I'expérimental et le théorique et
a mettre l'accent sur leur articulation. Si Gonsettonnait le caractére méthodologique
des méthodes formalistes, il les replace dans l@recagénéral d'une activité
mathématique qui prend en compte ses divers aspé@st dans ce contexte qu'il
explique le réle du langage qu'il ne réduit paa sdule expression de significations qui
lui seraient extérieures, bien au contraire le dgagparticipe a la mise en place de ces
significations ; c'est ainsi qu'il écrit :

"le discours n'est pas simplement surajouté adigsifications extérieures qui
sans lui resteraient ce qu'elles sont. Sa partiigra a ce qu'il énonce est une
participation active organiquement opérarfte”

En fin de compte, aucun des trois aspects denaaigssance n'est premier, toute
connaissance se situant au carrefour de ces HETE.
Le statut des objets mathématiques

Que sont les objets mathématiques? Sont-ils entdri au langage
mathématique (c'est la question des significatier&erieures) ou ne sont-ils que
créationi® langagiere?

La vulgate platonicienne nous a appris que lestsbpathématiques sont des
objets idéaux (les idéalités mathématiques), nareervoyant aux Idées, d'une part elle
implique que ces objets idéaux participent de dditéé d'autre part elle occulte la facon
dont I'esprit les appréhende.

A l'opposé du réalisme platonicien, on peut adoptepoint de vue empiriste
que I'on peut lire chez Aristote comparant dahgsiquell la droite mathématique et la
droite physique :

"La géométrie étudie la ligne physique en tant ikpi'e'est pas physique ; au
contraire, l'optique étudie la ligne mathématignen en tant que mathématique, mais
en tant que physiqué?'

Cette distinction doit étre précisée si l'on cdas que les termes
"mathématique” foénuatiknv) et "physique” quoikno) n'ont pas le méme sens chez

9%Ferdinand Gonseth,es Mathématiques et la Réaligssai sur la méthode axiomatique), Blanchard,
Paris 1936/1974

97Ferdinand Gonseth,e référentiel, univers obligé de médiatisatibtge d'Homme, Lausanne 1975,
p. 15

98Rappelons que le terme "créatiostiiopfuny est celui utilisé par Dedekind inventant les noesb
irrationnels (Richard Dedekind,es Nombres : Que sont-ils et a quoi serventflséface de Jean T.
Desanti, Introduction de Mahammed-Allal Sinaceradtiction de Judith Miller, avec Hourya Sinaceur),
La Bibliothéque d'Ornicar, Paris 1978).

99Aristote, Physique texte établi et traduit par Henri Carteron, LediéBel_ettres, Paris 1973, Livre Il, p.
63, 194 a,
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Aristote et aujourd’hui. Le term@aoikno renvoie a la connaissance de la nature, c'est-a-
dire aux objets de la connaissance empirique, feeeiabnuatiknv renvoie a la
connaissance scientifique, celle que nous attegnuer la démonstration comme
I'explique l'assertion d'Aristote citée en exefd§eAinsi Aristote distingue l'objet
physique donné par la connaissance empiriqueaitighe considérée comme rayon
lumineux, et I'objet mathématique qui intervienhslde discours démonstratif. On peut
alors considérer que c'esia l'activité de raisonnement que se constitue Itobje
mathématique ; dans une perspective gonsethienmeouorrait dire qu'un objet de
connaissance devient objet mathématique dés geViedt objet de discours
démonstratif. En ce sens c'est la démonstration dgmne aux objets leur statut
d'idéalité mathématique, autrement dit, y compaissdles mathématiques euclidiennes,
c'est le langage qui modeéle les objets.

Ainsi les objets mathématiques se situent au famrede la connaissance
intuitive et de la connaissance discursive ; lastjog se pose alors de la distance entre
la connaissance intuitive et la connaissance dsgir

Nous avons vu que pour les Grecs le discours reepies propriétés des objets.
Mais la question se pose de la relation entre bgst® du discours et les objets dont le
discours veut parler et I'on peut reprendre, a gsage la géométrie grecque ce que
Umberto Eco dit de la métaphysique aristotélicienne

"L'ontologie d'Aristote a des racines verbalég."

Les constructions langagieres postérieures regfont le caractere idéal des
objets mathématiques, moins au sens platonicieaugens @tres de raisonque ce
soit avec ld'seule et méme énonciatiodeé Desargues ou que ce soit avec les méthodes
analytiques. Les objets mathématiques seront degriwplus faconnés par le discours,
ce qui conduira aux difficultés rencontrées au Xixesiecle avec ce que I'on a appelé
la "crise des fondements”, laguelle est d'abord ense du langage. Le formalisme
hilbertien apparait alors comme la solution a lé&secren réduisant les objets
mathématiques a des objets de discours, du momsnsplan méthodologique. Nous
avons dit plus haut la richesse de ce point desvges limites.

La position gonsethienne qui refuse de trancherqut place les objets
mathématiques a l'articulation des trois aspectlm d®nnaissance que nous avons dit
plus haut a le mérite de montrer la multiplicités deoints de vue dans l'activité
mathématique elle-méme ; c'est parce que l'on maesoet que le raisonnement
s'effectue via un discours que les objets mathématiques sont coestructions
langagiéres, mais ce sont les problémes que I'qpose sur des objetstuitivement
connu$%2 qui donnent une épaisseur épistémologique a getsob

Nous conclurons cet article en citant Quine qui éc

“La science est un prolongement du sens commulleetitilise la méme tac-
tiqgue que le sens commun : gonfler I'ontologie mmplifier la théoriet03

100Nous remercions Joélle Delattre qui nous a commuénimps remarques sur la traduction. Précisons
cependant que nous prenons l'entiere responsat#liténterprétation de cette traduction.

10lymberto EcoKant et I'ornithorynqugo.c. p. 27

102 '‘expression"intutivement connu'est prise ici dans son sens gonsethien, il siagins d'une
connaissance premiére que d'une connaissance @ewanitivement évidenteau sens de Felix Klein.
103Quine, "Les deux dogmes de I'empirisme" in PieaB,de Vienne & Cambridg&allimard, Paris
1980, p. 111
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La science est ainsi moins description du monaeagunstruction du rapport de
I'hnomme au monde. Les objets mathématiques exipce que I'esprit humain les a
construits et I'esprit humain les a construits @aga'ils les a rencontrés. Position
ambigué dira-t-on, mais c'est cette ambiguité @iti 2 force de la connaissance
scientifique.

Appendice : les trois moments de I'épistémologie

Nous nous proposons de situer dans le cadre dateigpistémologie ce que
nous avons appelé I'épistémologie des problématigpeur cela nous nous appuyons
encore une fois sur les conceptions de Gonsethorigyeant I'analyse de celui-ci qui
distingue entre unetratégie de fondemerdt unestratégie d'engagemerdans la
construction de la connaissalenous distinguerons trois aspects de I'épisténmlog
une épistémologie des fondementsne épistémologie du fonctionnemept une
épistémologie des problématiqies

L'épistémologie des fondements se propose |'éiedeconditions de légitima-
tion de l'activité scientifique sous ses deux faragjourd'hui canoniques, la forme ma-
thématico-logique et la forme expérimentale (endaug-il préciser ce que chacune de
ces deux formes signifie dans le cadre d'un domddmmé de la connaissance). Nous
pouvons distinguer deux grandes formes de cetw®édpologie des fondements, une
forme métaphysiquelaquelle s'appuie sur une ontologie des objate (ipn se situe
dans une philosophie empiriste ou les objets madtigoes sont deabstractionsis-
sues de la connaissance sensible, ou que I'oneadooint de vue platonicien), et une
forme analytique laquelle s'appuie essentiellement sur une analydangage condui-
sant a expliciter ce que l'on pourrait appdédegrammaire du raisonnemeries objets
étant définis (ou redéfinis) par un systeme detiogla donnéa priori. En ce qui
concerne les mathématiques, on peut ainsi distimguieeune mathématique des objets
fondée sur les vérités premieres que sont les adpoonsidérés comme propositions
portant sur des objets existants, propositionseias par elles-mémes comme on peut
le lire dans les traités classiques de géométémethtaire, etine mathématique des
relations comme se présente la construction hilbertiennedikarsité des modes de
raisonnement qui ont constitué dans I'histoire we lopn appelle la démonstration et la
diversité des conditions de Iégitimation de cesamnements nous amene a prendre en
compte la diversité des approches du probleme aledefments et en particulier son
historicité. L'étude de I'épistémologie des fondetmese pose ainsi doublement ; d'une
part une étudesynchroniques'intéressant aux principes qui régissent lesesegle
raisonnement, d'autre part une étuti@chroniquedont I'objet est I'étude des trans-
formations des conditions de |égitimation du raisEment dans I'histoire, ce qui pose le
double probléme des raisons de ces transformationg part et d'autre part desa-
riants historiquesdéja cité¥’® qui font que I'on reconnait une unité dans leerdies
formes du raisonnement mathématique a travergkes a

L'épistémologie du fonctionnement peut étre cargid comme l'analyse des
procédures, moins dans leurs fondements que dars $@nifications, autant sur le
plan proprement technique que sur le plan concepgtugagit ici moins de rechercher
un discours fondateur que d'expliciter commentptesédures, des modes de raisonne-
ment ou des modes de recherche se sont constitaémment ils ont été et sont utili-

104rerdinand Gonsetle référentiel, univers obligé de médiatisatiort. préface.
10Ces trois aspects de I'épistémologie seront dépégans un article & venir.
106paul Veynel inventaire des différences.c.



séd07. Ceci nous renvoie encore une fois aux raisonscqoduisent a fabriquer de
telles procédures, c'est-a-dire aux problemesmsoat a l'origine.

L'épistémologie des problématiques se proposealgser comment les pro-
bléemes qui ont conduit 'homme a fabriquer ce mddeconnaissance que nous ap-
pelons la connaissance scientifique ont modeléhi&sries inventées pour résoudre ces
problemes. Si, comme le dit Max Web#g construction des concepts dépend de la
facon de poser les problemes, laquelle varie atsom avec le contenu méme de la
civilisation"198 c'est a travers les problemes que la méthodat8itjae s'est construite
et c'est dans le caractéere méme de ces problémlesireformulation que l'on peut
essayer de comprendre comment se sont mises ea lpgdhéories plus ou moins
sophistiquées qui constituent la science. Cela monsluit & privilégier la notion de
problématique (ou de champs de probléffesdans I'étude des conditions de la
construction de la science, problémes de fondementsegles de fonctionnement
s'articulant autour des problématiques dans lekxguiéd se situent.

1070n pourrait citer le calcul différentiel de Leibn{zf. G. W. Leibniz, La naissance du calcul
différentie| introduction, tradition et notes par Marc ParmemtVrin, Paris 1989) ou le role de
I'analytique dans les travaux de Lagrange.

1081iax Weber Essai sur la théorie de la scienfteaduit par Julien Freund), Plon, Paris 196208
10%0ur reprendre I'heureuse expression Goupe d'Enseignement Mathématiqus Louvain-la-
Neuve (G.E.M.) (cf. Rudolf Bkouche, Bernard Charldicolas Rouchelraire des mathématiques : le
plaisir du sensArmand Colin, Paris 1991, chapitre XlI).
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