
[e colcul
qu Cours moyen

I O ANALYSE CÉNÉNALE DU PROGRAMME

Le programme du Cours moyen comprend essentiellement :
r. - La révision et quelques compléments de l 'étude des nombres entiers,

auxquels.on peut rattacheilesèaractèrei de divisibil i té pu. r, b, g.t:, ai"ri-q",i
Ieur application à la preuye par g.

z. - La mesure des grandeurs usuelles en nombres décimaux;
et les problèmes sur ces nombres.

. ? 
- Les quotients et la règle de trois. Les pourcentages et

simples.
h. -La mesure du temps et les problèmes simples de mouvements uniformes

et de vitesses.
5' - Les mesures et les calculs de surfaces et de volumes (article sur le sys-

tème métrique).
6. - Des notions de séométrie.

I .  NOMBRES ENTIERS

2 O LA NUMÉRATION

. L'enfant qui- entre en première année de cours moyen sait, en principe, lire
et écrire les nombres entiers, inférieurs à ro ooo. On lui"en a rOvéle la strutture à
I'aide d'un matériel approprié et en uti l isant aussi des mesures et des instruments
qui sont co-nnus de lui.-I l-a cu deux an_s pour se familiariser avec l;osage A; ";;
nombres; i l  est temps d'abandonner définit ivement les bûcheltes et les Ëartes, ei
de se servir.méthodiquement des_ grandeurs et des unités du système métrique.
_-_,.t -.."fu"t sait : q.ue ro unités forment une unité accessoire, la dizainô, qui
contrent, ou qui vaut, ou qui équil ibre ro unités; que ro dizaines forment une
centaine et que.ro ce-ntaines, ou ioo dizaines, formerit un mille. I l a appris aussi
à nommer certaines de^ces unités avec des préfixes et des abréviations, âica ot da;
hecto ou\; kllo ou /c. on a drl cependant lui apprendre aussi l;éiistence du centi-
mètre, de la dizaine de cm, qui esi appelée déciinètre, et de la "entaitr" ae cm, ("i
est appelée,mètre.- ces norns seront ôxpliqués au cours moyen, "u." t;"s"ge dus
sous-multiples et des nombres décimaui. 

-
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Dans les révisions qui seront faites, aussi bien de la numération que des
unités du système métrique, il sera sans doute bon de faire reconnaître les unités
représentées par les divers chiffres d'un nombre, quand, bien entendu, ce nornbre
est suivi de l'indication de l'unité. Ceci permettrâ de passer ensuite sans difli-
culté au même exercice pour un nornbre décirnal, I'indication de l'unité qui le suit
(circulaire de r95z) se rapportant cette fois au chilTre qui précède, à gauche, la
virgule. On trouvera peut-être quelque avantage à énoncer la règle :

dans unnombre (entier ou décimal), pour deun chifJres qai se suiaent, I 'unité
représentée par Ie chifJre de gauche est égale ù din lois celle qui est représentée
par Ie chifJre de droite;

et, inversement, l 'unité, représentëe par Ie chifJre de droite, est Ie dirième Q)
de celle qui est représentée par Ie chiflre de gaache.

La notion de classe (rnille, millions, milliards ou billions) ne mérite pas de
longues explications. C'est une simple habitude de langage qui permet de ne pas
donner de noms spéciaux aux unités décimales : dix nil le, cent mille; dix mil-
l ions, cent rnii l ions... Elle est traduite par l 'écriture des nonrbres (entiers) en
tranches de trois chiffres, séparées par des intervalles (z) destinés à facil i ter la
lecture.

On essaiera de donner une idée de la grandeur du million et du milliard par
quelques exemples concrets. I)ans un mètre cube, i l  y a un mill iorr de centimètres
cubes, c'est-à-dire qu'i l  contient environ un mill ion de bil les; et pour compter ces
bil les une à une, sans se tromper, à raison d'une bil le par seconde, i l  faudrait
plus de vingt-deux jours de douze heures. Un kilomètre contient un mill ion de
mill imètres.

3 . OPÉRATIONS

On a étudié, au Cours élémentaire, le sens des quatre opérations ordinaires :
addition, multipiication et leurs inverses, y compris la recherche du quotient à
une unité près, ou division avec reste. On a vu qu'elles donnent la réponse à des
questions concrètes ou le résultat de manipulations sur des grandeurs : réunir,
retrancher, compléter, comparer, former une grandeur avec des parties ou des
vaieurs égales, trouver un nombre de parts (égales), ou trouvel la valeur d'une
part. On a appliqué ces questions à des collections d'objets, à des valeuls marchan-
des ou commerciales, à des longueurs, à des poids, à des volumes, à des capacités,
et même à des sulfaces de rectangles. Il en résulte un certain nombre de types de
problèrnes, et on pourrait espérer qu'à la sortie du Cours élémentaire un élève sau-
rait, sans erreur ni hésitation, indiquer et poser i 'opération (encore unique) qui
donne la solution de chacun d'eux.

Il n'en esi évidemment pas ainsi pour la moyenne des élèves; i l  est donc néces-
saire, pendant les deux années de Cours moyen, de revenir souvent sur l 'étude du
sens des opérations. I l faut le faire d'autant plus que cette étude doit être étendue
en même temps aux nombres décimaux. Cette extension peut paraltre simple et
évidente pour l 'addition et la soustraction. Elle présente des difl icultés sérieuses
pour la multiplication par un muitiplicateur décimal. Si, notamment, on a trop
corrsidéré la multiplication seulement comme we < ad,dition abrégée u, i l  devient
difl ici le d'expliquer le cas d'un multiplicateur décimal, par exemple 3,35 : i l  faut

( r )  Le mot < dix ième r  nécessi tera pcut-ô l re quelques expl icat ions;  i l  pcut  être associé à un
partage en dix part ies égales.  ou à une div is ion (exacle)  par ro.

On rappelle que les expressions, encore trop souvent employécs, < dir fois plus grand, ou
plus pet i t  ) ,  sor) t  incorrectes.  Car,  en adoptant  le sens qu'on croi t  leur  at t r ibuer,  e l les entra l -
neraient  la conséquence que unc fo is p lus grand,  ou un€ fo is p lus pet i t  serai l  une égal i té.

( r )  La c i rcula i re de rg53 a suppr imé I 'emplor  du point ,  qui  présentai t  cependant un certa in
avantage pédagogique,  en faci l i tant  l 'écr i ture pour les enfants et  la vér i f icat ion des cahiers pour le
mai t re.
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alors diviser d'abord le multiplicande par roo et ce sont 335 nombres ésaur au
quol ient  a ins i  obtenu qu 'on adt l i t ionne,  par  une technique abrégée r ) .

Cette révision est encore uti le, car, pôur résoudre lei problèries qui lui seront
posés, l 'élève_ devra poser, au l ieu d'une opération uniqire, plusieuis opérations
successives, donnant les résultats intermédiaires dont i l^ aùrâ à reconnàitre lui-
même la nécessité.

Le mécanisme lui-même aura besoin d'être révisé, en même temps qu'étendu
aux nombres décimaux, par les, rè.gles de placement des virgules. Que\ues cir-
constances -spéciales, par,exemple la présence de zéros interàlaires,'n'ont peut-
être _pas été-traités complètement; Ies-j lstif ications et même la p.aiiqrre dei cas
Ies plus di{I ici les n'ont peut-être pas été expliquées ou comprises.

4  o  D l V l S l B l L l T É
Vocobuloire

Dans la révision de la table d.e mult ipl icat ion et_de Ia technique de la mult ipl icat ion
et de Ia division des nombres entie_rs, on peut préciser Ie sens du mot < multiptes >.t et
de quelques autres termes se rattachant à la di; isibi l i té.

Les mult iples d'un nombre entier sont les produits de la mult ipl icat ion de ce
nombre par les nombres entiers successifs. La tablè cle multiplication donne les ro pre-
miers.mult iples des nornbres cle z à ro. I l  est peut-être ut i le^que chaque élève ait  i  sa
disposition une table de Pythag_ore (par exemplè sur un protègé-cahier)'. Les multiples y
sont donnés aussi bien par l_es lignes que par les colonnei, ce.-qui est une illustratibn dË
la commutativi té de la -mult ipl icat ion. sur un mètre giaaué en cm, de o à too, lei
multiples d'un nombre limitent des intervalles de mêmé lonEueur. Dans un damier de
roo cases, où sont iDscri ts les nombres de r à roo, les mult iples cl 'un nombre, par
exem_ple 3, lol !  contenus dans les cases, de 3 en 3, à part ir  de la case 3; on obtient 'ainsi
tous_les mult iples inférieurs à roo (ou de deux chif fres).

un nombre entier D est dirr isible par un nornbie entier d, lorsqu' i l  en est un
multiple; on peut le _reconnaître_en divisant D par d, ou en cherchant le quotient q à une
unité près; le reste doit être nul :

D = d x q .

On dit  encore que d est un diui.seur de D. Quelques enfants qui s' intéressent au calcul
et aux nombre: porrrront former tous les diviseurs d'un noùbre, par exemple 6o; i ls
pourront cherc,her lcs premiers nombres qui n'ont pas clc diviseïr proprèmen['dit
(nombres premiers).

Divisibi l i té por 2 er por 5

_ Beaucoup rl'élèves_ sav_ent-déjà que les rnultiples de : sont les nombres pofrs,.sur le
damier, ils occupent les 5 colonnes 2, 4, 6, 8, ro. ce sont lcs nombres rlont le dernier
chif fre est o (qui_ peut.être considéré comme un nombre pair l  ou z, ou [,  ou 6, ou g.

Le rcsle dc la division- (à une unité près) d'un nom'bre cntier par ï  cst o, si  le
nombre est..pair, .  c 'est r si  le nombre est impair.  on poura faire'cherchet, â t i tre
d'exercice_d' intel l igence, dans quel cas le produit (de la mult ipl icat ion) de deux nombres
entiers est pair.

-- !". multiples de_ 5, ou les nombres divisibles par 5 sont les d.izaines et les clenrrl-
dtzaines. sur le damier, i ls occupent les colonnes b-et ro. ce sont les nombres r lont le
dernier chif fre est un 5 ou un o.

Le reste de la division d'un nombre entier par 5 est o si le nombre est mult iple de 5
(terminé par 5-ou o); c 'est r si  le nombre est terminé par r ou par 6.. .

On peut i l lustrer l 'étude ou Ia révision cle la divisibi l i té pai r et 5, par des exercices
sur les mesures pratiqu-es du s-vstème métrique, doubles et moit iés; ori  peut aussi leur
associer les règles de calcul mental :

-?gu, rnultiplicr por 5 un nombre enticr ou décimal, on peut le multiplier par 10
et di-- iser le résultat par 2.

_ _ (r) C'est -en raison de cette dif f iculté que nous avons consci l lé de considérer, dès le cours
élémenlaire, la multiplication comme < unè construction faite sur le multiplicancle de la mêmo
façon_qu^e_le- mu-l l ipl icateur est construit  avec l 'unité r :  la valeur de 3,35 kg est obtenue en cal-
culant 335 fois le æntième de lq valeur du kg. On reconnaît là Ia récheràhe d'une quairièmo
prop,ort ionncl le (voir ci-dessous IY, 16) (dont un lerme est I 'unité) :

la valeur dc 3,35 kg est à la valeur de I 'uni lé comme 3,3b kg est à r kg;
ou, plus correctement :  le rapport de la valeur de 3,35 kg-à la valeui 'cle I 'unité est égal au

rapport de 3,35 kg à r kg.
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Pottr el i t , iser par 5 un nombre entier ou décimal, on peut Ie diuiser par 10 et mult i-
pl ier le résultat par 2.

La division (exacte) d'un nombre entier (ou décimal) par 2 ou par 5, a pour quoticnt
un nombre, entier ou décimal, qui a au phrs un chif fre décimal (en plus que le divi-
dende,;.

Divisibi l i té por 9 et por 3

Le reste de la division cl 'un nombre entier par g est appelé couramment ( reste
par I  n. I l  convient de signalcr aux élèves que cc n'e-st là qu'une abréviat ion et non
une recette plus ou moins mystérieuse. I l  ne semble pas qu' i l  soit  nécessaire d'établ ir
r igour'eu-sement la règle usuelie, bien connue, du calcul de ce reste. On pcut cepcndant
l 'éclairer par quelqucs exemplcs préalablcs, simples ct méthodiques.

On peut si tuer les dix premiers mult iples dc A sur lc damier dcs roo premiers
nombres; on constate que Ia somme des dcux chif fres est g (ou rB pour Sg).On con-state
aussi que le reste r.!e la division par g de chacune dcs 8 plemières dizaines est le chiffre
de cettc dizaine. par exemple :

7 0  g x ?  +  . 1 ;

Ie quotient est aussi égal à ce chif fre: pour go le rcste est o et le quotient est ro. On
peut aussi faire calculer les divisions dcs centaincs, des mil le :

3 o o : 9 x 3 3 + 3 ;  4  o o o  -  g x L l t L + l + .

Pour passer de là au reste de la division d'un nombre quelconque, on peut ut i l iser
une étape intermédiaire :

5  3 r b  :  5  o o o * 3 o o +  r o + 5 ;
:  o  x  ( 5 5 5 - r - 3 3  +  r )  + ( 5  + 3 +  r  + 5 ) .

La  sornme dcs  ch i f f res  du  nombre  :  5+3* r+5:  r1 r  n 'es t  pas  le  res te  dc  la  d iv is ion ,
puisqu' i l  csl.  supérieur à 9, mais i l  est égal à ce rcste à un mult iple r le g prè-s; i l  suf l i t
de calculer le reste par g de 14, en addit ionnant ses chi lTrcs : r  *1r :  5.

L' inconvénient cle ce calcul est qu' i l  ne colrcluit  pas directenrent à la règle usucl le :
el le consistc bien à addit ionner successivemcnt les chif fres du nombrc considéré; mais
chaque fois qu'un total part icl  a deux chif fres, on le remplace par la somme cle ses
chiffres et chaque fois qu'on rencontre un g, on le remplace par o.

Quelle que soit  sa just i f icat ion, plus ou moins complète ou plrrs ou moins précise, le
calcul du resle (r le la division) par g doit  devenir famil ier aux élèves r lu Cours moyen
(même dc première année). On en déduit sans peine' les condit ions de divisibi l i té :par g,
le reste doit être nul;  par 3, le reste doit être égal à 3, ou 6, ou o.

Preuve por 9 des opérotions

Le principe de la preuve par g pcut être rnis sou-q forme de dcux énoncés :
Le reste (de la di l is ion) par g de la somme - ou du prorluit  -  <lc plusierrrs nombres

est égal au reste (de la divi-sion) par g dc If l  -comrne - ou du produit -  dcs resles (de la
cl ivision) par g r lc chacrrn clcs ncmbres adcl i t ionnés --ou mrrl ' . ipl i js.

D'oir la suitc des calculs :
r.  -  On calcrr le les re,stes par g dos nombres à addit iolner - ou à rnult ipl ier.
: .  -  Or r  add i t ionne -  ou  on  mul t in l ie  -  ccs  res tcs .
3 .  -  On cherche le  res te  par  g ,  de  cc  résu l ta t .
4. - On cherche le reste par g du résultat de l 'opération proposée. Ces deux der-

niers restes doiver-rt  être égaux. (La disposit ion cle ia croix de Saint-Anclré est une habi-
tude, et noù une nécessité).

Pour véri f ier une soustraction ou une division, avec ou sans reste, on véri f ie
I 'addit ion ou la mult ipl icat ion, dont on a cherché des termcs :

s o u s t r a c t i o n : a - b : r ' ,
division ' .  a :  d: q, reste r;

vér i f ie  a  :  b+r ;
v é r i f i e  o  :  d x q * r .

I l  est inrporlant de faire comprendre aux élèr,es quc cette preuve par g peut signaler
unc erreur, mais ne permet pas d'af l i rmer I 'exacti tude cle I 'opération. El le s'étend aux
nombres décimaux, mais ne véri f ie pas le placemcnt des virgules. Par contre, dans le
cas d'une erreur ainsi décelée dans une mult ipl icat ion, ou une division, on pcut loca-
l iser l 'erreur en appliquant la preuve aux produits part icls.

on
J N
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Les mult iples de r,  ou nornbres pairs, sont clans les colonncs z, d, ô, B, ro.
Les mult iples de 5, sont dans les colonnes 5 et ro.
Les multiples de g sont sur les parallèles à la diagonale cle 9 à 8r et go et gg.
Les mult iples de 3 sont sur les paral lèles à Ia diagonale :
d e 3 à : r ;  d e 6 à 5 r ;  d e g à E r ;  d c 3 o à 9 3 ;  d e 6 o à 9 6 ;  d e g o à 9 9 .

I I .  I i , IESURES EN NONflBRES DECIMAI,X

5  O  S IMPL IF ICATIONS DUES AU SYSTÈME MÉTRIQUE

Bien avant l ' introduction du système métrique, on uti l isait des unifés pour
mesurer les grandeurs usuelles. Elles n'étaient pas les mêmes suivant les provinces
et le.s pays; ell_es _restaient cependant à peu près fixes (malgré l 'absence'd'étalons
et d'un contfôle légal); certaines sont encorè uti l isées. tt sûmt de citer le pouce,
le pied, !q toise, le mille (pour les longueurs et les distances); le boisseau, f 'once,
la l ivre, l 'arpent, le pied cube. Les unltés de monnaie, sol, denier, t ivre... conte-
naien_t des poids plus ou moins déterminés d'un métal précieux. On rnesurait une
grand€ur par un nom.bre tractionnaire, c'est-à-dire par tn nombre entier d'unités,
go-Tplf.té par -une fracti.on (inférieure à r) de I'unlté. C'est ainsi que, dans une
Définit ion de l 'arithmétique Q788), je l is : u IJn maçon a lait t+20 toises et 619, de
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nxarail le r (six fois la neuvième partie de la toise, en plus des 4zo toises); et
encore : t Un marchand a Dendu llL aunes et 918 de d.rap à27 liures et 13 sols
I 'aune.  n

La simplif ication apportée par le système métrique a été double. D'une part
les unités fondamentales : nrètre, gramme, l itre, sont devenues les rnêmes, non
seulement en France, mais dans un grand nombre de pays, et les instruments de
mesure font l 'objet d'un contrôle fréquent et rigoureux.

D'autre part, les unités secondaires sont des multiples et des sous-multiples
décimaar des unités fondamentales, et la plupart ont des noms, formés avec les
préfixes bien connus : déca, hecto, kilo; déci, centi, mil l i ; auxquels on ajou-te
parfois mega et micro. Pour cette raison, toute mesure eîprimée auec une anité
ét un sous-multiple (décimal) de cette unité peut touiours être enprimée par un
nombre entier (par un changeûrent d'unité, mais sans changement de chiffres) :

4 m et 35 cm : (oo cût et 35 cm : (35 cm

(le signe : exprime que les longueurs exprimées sont les mêmes, ou sonl égales).
Pour qu'i l  en soit ainsi, i l  faut, bien entendu, que la partie exprimée parun

nombre eniier de sous-rnultiples soit plus petite que l 'unité. Sinon, i l  y aurait l ieu
de faire une addition qui entraînerait un changement de chiffres :

6  m  e t  z o 3  c m : 6 o o  c m * z o 3  c m : 8 o 3  c m .

Dans le langage d'avant le Système métrique, on aurait employé une lraction
pour désigner les centimètres :

4  rn  e t  55  ccn t i èmes ;  ou  4  m  e t  55 / roo ;  ou  4  m  t r f  20 .

On utilise encore de telles expressions dans le langage courant :

demi-l itre; o,r I l ; 3 quarts (de kilogramme)

Elles subsistent dans l 'expression de durées : t h 314.
Les minutes sont d'ailleurs de6 soixantièrres d'heure :

r h et 35 mn peut s'écrire , , + 
*: 

ou 
$ 

a'fr..,rr.

6  T  MESURES EN NOMBRES DÉCIMAUX

Ces considérations éclairent la notion et l 'écriture d'un nombre décimal, ou
l 'emplo i  de la  r i lgu le :

/r,375 kg : d kg et 375 g : t+ 325 S.
La virgule est placée à la droite du chiffre (ou du nombre) qui représente I'unité
choisie et indiquée.

Avec ces conventions, on peut encore dire qu'un nombre décimal (avec une
virgule), suivi d'un nom d'unité, est égal au nombre entier, obtenu en supprimant
la virgule, suivi d'un nom d'un sous-multiple décimal convenâble de I 'unité
(dixième, centième), ... suivant qu'i l  y a un, ou deux ou ... chiffres décimaux (r).

Les opérations sur les nombres décimaux se ramènent aux opérations sur les
nombres entiers, complétées par des règles pour l 'emplacement de la virgule (ali-
gnement des virgules pour l 'addition et la soustraction (III, rz); nombre des chif-
fres décimaux du produit pour la multiplication (III, r3)(z); déplacement simultané

(r) On sait même que dans des calculs fréquents de phvsique tnoderne, uno mesur€ est
expriméo par un nombre entier ou décimal do 3 ou 4 chiffres multiplié par unê puissance do ro
et  suiv i  d 'une uni té;  i l  est  même commode de di re u mul t ip l ié par cet te uni té >.

,"""!rr) fl"r;"îarquera 
encore que cette règlo peut se rattacher à un calcul d'erposants de puis-

4 , 3 5  x  l 5 o  =  ( 4 3 5  x  r o - 2 1  *  ( 1 5  x  r o t )  = ( t : s  x  7 5 )  x  r o - 2 + 1
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pour la division (IiI, r4). I l importe, bien entendu, comme I' indique le programrne
et comille le conseil lent les lnsiructions (IV, z), d'uti l iser la-doubË régle du
déplaccnrent de.la virgule, soit dons un changem,ent d.'ur"tité, (décimale), soi"t dons
une multiplication, où Lrne diuision par 10, 100, I 000.
- . Le Programme officiel réunit dàil leurs, dans un même alinéa, les nombres
décimaux et les nomhres entiers; les lnstructions précisent qu'i l  y a équiyalence
(on pourrait dire égalité) entre les u dear erpressiàns d'un iombîe ccicret, soit
auec dettr unités (dont I 'une est sous-multipie décimal), soit auec ane uirgule l
(qu.i permet de supprimer le nom du so's-multiple). on reûrarquera mêrie que
cette conc^eption simplif ie les explications néccssitées par l 'écriture de la mesùre
d'une surface ou d'un volume (Iitstructions, IV, z) (r).

7  o  MESURES EN NOMBRE FRACTTONNATRES

En un certain sens l 'usage tles nombrcs dtlcimaux a rernplacé cclui des fractions
et d'un point t le vue théorique, on pcut considérer les nombres décimaux cornmc fles
cas particulicrs des nornbles fiactionnaires (:).

On pourrait ôtre tenté d'exposer d'aborcl urre théorie cle la mesurc clcs gran{eurs
au moycn des nombres fract ionnaires, d'en déduire ccl le des fract ions i !écimales uui
sont dcs fract ions dont Ie dénorninateur est une puissance de ro, puis ta théor. ie des
nombres décimaux qui sont une Torme part icul ièrè d'écri ture r les {r 'act ign-q r iécimales.
On aurait  ainsi une plus- grande général i té, puisque certaines grandeurs qui peuvent
êtrc exprimées par une fract ion, par exemplè le i iers dc l i tre,-ne pcuvent l 'êire, d1
moins exactement, par un nombre décimal. l lais cette sénéral i té sôrait  encore insuf-
f isante, l l r isque des grandeurs usuelles, comme la r l i rgonale d'un eané cl 'un décirnètre
de côté, nc peuyent être exprimées par un nombre fract ionnaire.

. Par contrc- une première di{I iculté sc présentc : alors qu'un nornbre décimal n'a
qu'une scule écri ture possible (sauf adjonCtion de zéros à ia r lroi ie des chi l ïres déci-
maux), rrn nornbre fract ionnaire est représenté par une < inf lnité r r le lract ions égaies
entre el les. La recherche mélhodir lue dc la plus simple de ccs fract ions, c'est-àidire
gç]le q.,_t.  a - les termcs les plus peti ts (réduite à sa plui simple cxpression) cst urr pro-
blème d'ari thrnétique, que connais-saient les géomètrcs gr 'ôcs iei istence 

'et 
recheiche

du p.g.c.d.),-mais qui dépasse évidemment lc niveau cle I 'Fln-seignement primaire.
- Ay surplus, ce n'cst pas cette lorme la plu-s simple quTl faut tôujours ut i l iser
dans la prat ique; lorsqu' i l  faut adri i t ionner où soustraire t l-es fract ions, ôn les réduit
au même dénominateur, c 'est-à-dire qu'on les rcmplace par des fract ions égales, de
termes orr- l inairement plus grands.

8 o FRACTIONS DE GRANDEURS

Pour ces raisons, dans l 'Enseignement primaire et même dans les prernières
années d'Enseignement du second degré, kl mesùt'e des grandeurs est-IimiLée à
I'emploi des nombres décimaun: on uti l ise une unité et des multiples et sous-
multiples décimaux de cette unité.
__ L9 programme comporte cependant une étude des u Jractions très simples n.
l lais i l  spécifie que ce sont des u lractions de grandeurs rj, c'est-à-dire, comme le
précisent les Instructions (IV, ro), des opérateurs, ou des multiplicateurs abstraits,
indépendants des unités choisies.

Une telle fraction indique une opération, ou une translormation à faire sur

-  ( r )  Por r r  ce t te  ra ison ,  j ' a t tache beaucoup p l r rs  c l ' i rnpor tance aux  règ les  de  dép lacement  de
la  v i rg r r le  qu 'aux  re la t ions  en t re  les  un i tés  rep iésentées  par  des  ch i f f rcs  consécut i f s f  ces  re la t ions
pour ra ien t ,  à  mon av is ,  ê t re  seu lement  l ' ob jc t  d 'exerc iccs ,  sans  nécess i te r  l ' énoncé d 'une règ lc ,
énoncé long e t  complere ,  s ' i l  es l  cor rec t .  A .  C.

- -  ( : )  I l  n 'en  es t  pas  tou t  à  fa i t  a ins i ,  au  po in t  de  vue h is to r ique,  car  la  représenta t ion  anc ienno
d 'uno mesure  é ta i l  la  somme d 'un  nombre  en t ie r  e t  d 'une f rac t ion  in lé i ieurc  à  r ,  en  sor te
que,  _pour  employer  le  langage ac tue l ,  on  sépara i t  tou jours  \a  <  par t ie  e r t t îè re  r  e t  la  par t ie
complémenta i re  d 'un  nombre  f rac t ionna i re .  Cec i  exp l ique une op in ion  cncore  assez  répandue
qu 'uno f rac t ion  es I  une par t ie  de  I 'un i lé  e t  son  exp l i ca t iôn  par  la  tâ r te  qu 'on  par tage en  fàmi l le .
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une grandeur, qui, elle, peut être définie par sa mesure. On en déduit une autre
Eranàeur de même espèce, obtenue en partageant la première en parties égales (en
iombre égal au clénominateur), puis en prenant ou en réunissant des grandeurs
égales à c"es parties, en nombre égal au numérateur (qui peut être supérieur a.u
dTnorninateui). On reviendra ci-dessous (voir Froctions) sur l 'étude de cette partie
du ûroEramme.'On"peut 

signaler, dès maintenant, que, même dans le cas d'une fraction de
grandeui, i l  y à souvent avantage pratique à la relnplacer par une fraction déci-
irale (de dénbminateur puissance âe ro), exacte ou apprgchée, et à écrire cette
fraction sous forme de nombre décimal. Ce nombre eit alors indépendant des
unités adoptées; i l  est obtenu en divisânt le nun'rérateur par le dénominateur (voir
aussi ci-deÈsovs, Fractions décimales et pourcentages).

9  O  INTÉRÊT THÉORIQUE DES NOMBRES FRACTIONNAIRES

L' importance des fract ions, ou plus exactement, des nombres. fract ionnaires (éven-

tuel lement affectés d'un signe*ou -),  est cependant grande en Arithmétique théorique.
L'ensenble {es nombtes fract ionnaires (chacun d'eux étant reltrésenté par toutes les
fract ions égales à l 'une d'cl les) est I 'ensemble le plus simple -de _t nombres D' com-
Drelant les lombres entiers orâinaires, dans lequef sont possibles les 4 opérations élé-
ïnentai les (adfl i t ion, mult ipl icat ion et leurs r inverses r),  à I 'exception de la division
par zéro. Là quoticnt d'un nombre entier (posit i f ,  négati f  ou même nul) par u-n nornbre
à.t i i" .  trotr ni l  cst la fract ion qui lcs a pour tcrmes, ôu, plus exactertrent, e-st le nombre
i io.t in""Ài.",  6éfini pâr cette fract ion- et représenté pCr toutes les fract ions qui lui

sont égales.- 
Ce-tte importance est beaucoup moins grande dans le calcul usuel, de la vie cou-

ranté et mênie de la science t le l ' ingénieur,-ou de la physique. I l  n'y a aucun inconvé-
rr i"nt a remplacer 3/4 par o,75, ou,-pour ui i l iser une habitude (d'ai l leurs inuti le), par

:5  %.  n i  mpmc à ' remplaco i  r  t i c rê  par  I  un  dcs  nombros  a lp ruchés  o ,33  ou  o '333
(Sf %'"" 33,3 %), suivant l 'approximatign qgi app-araît ut i le.._Dans le Cours moyen et

à"i tô,rt  dané l i-C-tasse de f in-d'études, les élèves dcvront d'ai l leurs acquérir une pr€_-

mir:re notion de I 'approximation, tant, ler t t tesr-t .".  que dcs calculs; i ls arrondiront au F'

ie-* .o*-n. à payei i i ls savent bien qu'on ne mesure_ pas ia longucur d'un c,hamp a.u

.àtrt i-at." prei;  i ls négl igeront, dans un nombre, les chif fres qrr i  représentcnt dcs unités
trop peti tcs.'  

E'1 conclusion, on ne peut que rccommander de suivre lcs indications trt)s nettes
a" p.ogi*Àmà oti iciet et âe se 

'borner 
aur rnesures t les .grandeurs en nambres déci-

-oi i ,  iénentrrel lement approchés). On peut lai le exceptiô' ,  _bien ,cl tendu, 
pour les

mesu.ei de temps ou de clurées. 'Les lnslruct ions recommarrdent r- l 'ai l leurs- de passer

;; ; ;" ï  par l ' inicrmédiaire des nombres clécimaux (dixièmes et centièmes de minutes

convert is cnsuite en secondes; IY, tz).

I I I .  CAI.CUL DES NOÀflBRE5 DÉ€I' i /TAT'!X

IO O ÉCRITURE ET LECTURE

Virgule

On a indiqué déjà (III, 5 et 6) que la mesure d'une grandeur- (longr'fur,
poids, volume ôu capâciié, monnaies) èxprimée en unités et sous-multiples déci-
inaux de cette unité peut être écrite aveC deux nombres entiers séparés par une

"irgnte (voir rt Système métrique l). I l  est équivalent de dire : ane table a une lon-
gueur de :

r  m et  35 cm; ou roo cm + 35 cm :  r35 cm; ou r ,35 m'

Dans ces diverses écritures de la mesure, avec les mêmes chiffres, on a déjà
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dit que jF_gq"" chiffre.re_présente.{es.unités, égales à l0 lois les unitris représentées
par le chiffre qui suit à droite, s'il existe :

I représente {es m, égaux à ro fois les dm, représentés par 3;
3 représen[e des dm, égaux à ro fo is  les cm. re] r .ésentés par  5.

Inversement chaque-clriffre représente des unités, égales art d"irième des unités,
représentées par le chiffre qui précède, à gauche, s' ifexiste :

5 représente des c_m, égaux au dixième des dm, représentés par 3;
3 représente des dm, égaux au dixième des m, reirésentés par r.

La loi d'écriture décimale est telle qu'i l  sulïit de connaître l 'unité reDrésentée
p.a l - -un des chi f f res.pour  connal t rc ,  sans ambigui té,  l 'un i té r 'epr 'ésen[éô par  un
chiffre quelconque. On peut s'aider de tableaux ànalogues au suil 'ant :

km h m l a ' - l ^ d m l " * l - * i

construits. pour les poids, les capacités ou les yolumes, plus tard poul les surfaces
et les volumes (cubes des uni[és). De nombreux ouviaEes corit iennent de ces
tableaux; i l  peut être avantageux d'en faire construire pa"r les élèves eux-mêmes
et de les exercer à choisir l'unité (ou sous-multiple) qui est la plus propice pour
une mesure (cm ou mm su-r un dessin; m pour un bâtiment; km pour une dis-
Iance; Instructions, Cours élémentaire, III, 5).
- ll irnport-e de faire décomposer des exemples de nombres, ou plus exactement
de mesures, dont certains chiffres sont des zéros.

Toat nombre, entier ou décimal, exprimant une mosure de grandeur, doit
être suiui de I ' indication de I 'unité adoptée (souvent en abréviation). Cette unité
est repr'ésentée par !g chiffre qui précède immédiatement la virgule (à gauche),
ou.par le dernier chiffre de droite s' i l  n'y a pas de virgule. (on peùt suppoÀer alors
qu'on sous-entend une v i rgule,  su iv i  de zérôs :35 r rou 3b,o nr  ou 3b,oo m) ( r ) .
(Yoir la circulaire du r3 août rg5z.)

Les chiflres-décimaun d'un nombre sont ceux qui suivent la virgule, à droite.
Ils représentent les sous-multiples décimaux de I 'uniié adoptée (dixième, centième).
On peut toujours, sans changer le nombre, ou la mesure, placer des zéros à Ia
droite de ces chiffres décimaux (ainsi qu'il a déjà été indi(ué quand il n'y en
â pas) :

l , 8 m : 2 , 8 ô m orr  r8 r l rn  ou r8o crr r

Certains nombres décimaun abstraits sont indépendants des
et, par suite, s'écrivent sans indication d'unité : 

-

Le poids de larinc lournr pûr u,n poids d6 bld est obtenu en
poids de blé par 0,8.

Cette formrrle est indépendanle de l 'uniié choisie pour mesurer le poids de
blé et le poids de farine, pourvu toutefois que ce soit la-même. De môme Ie përi-
mètre d'un cercle est obtena (approximativement) en multi.pliant Ia longuear du
diamètre nar  3.14.

Ces nbmbies sont des valeurs (décimales) de fractions (clécimales) ou de < pour
c-ent r,. Jls indiquent un rapport de deux grandeurs de mêrne espèce (z). On revien-
dra ci-dessous sur leur étude (V et VI).

(1)  On sai t  que,  dans certa ins cas.  ces zéros indiquent une précis ion de mesure :  35,o m peut
signifier 35 m, à trn décirnètre près; longueur comprise entre 35 m et 35,r m. II ne sembl,e pas
qu'il y ait lieu de préciser au Cours moyen une telle signification.

( : )  On remarqucra qu'une vr leur totale d'unc grandeur et Ia valeur de I ' r rni t6 de ætte
grandeur ne sont  pas de même espèce; la première nc-dépend que de l 'uni td de valeur,  la v i lesse
dépend d_e )'ynil6 d.e longucur et dc I'unitô de lcmpsl lè poidi spécifique dépend cle l'unil6 de
poids et  de l 'uni té de volumo.
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Lecture

On énonce la partie entière (à gauche de la virgule) en la faisant suiYre du
nom de I'unité, puis la partie décimale (à droite de la virgule) en indiquant l 'unité
représentée par le dernier chifTre décimal :

43,25 m
zo,o5o kg

se lit 1r3 mètres r5 centimètres;
se l it ro kilogrammes 5o grammes.

On tient compte ainsi de la présence possible de zéros. Il semble d'ailleurs excel-
lent qu'à chaque lecture d'un nombre, l 'enfant soit obligé de se rendre compte
de I'unité que représente le dernier chiffle décimal. Il doit ainsi observer, réfléchir,
et il comprend mieux la structure du nombre.

On aurait pu penser que la réforme de l 'écriture, imposée par la circulaire du
r3 août r95:, intrbduirait une diff iculté supplémentaire pour les élèves, et beau-
coup de rnaîtres ont dri être gênés par cette innovation, cependant préparée pa_r-les
Insiructions de r945. L'expériencè semble montrer que l 'écolier d'aujourd'hui
accepte cette notation aussi aisément que nous-mêmes, à son âge, avions accepté
l'ancienne (voir l 'article sur l 'écriture des forrnules).

I  I  O DÉPLACEMENT DE LA VIRGULE

Dans un nombre décimal, représentant une mesure de grandeur, le déplace-
ment de la virgule peut résulter de deux circonstances différentes :

Chongement d 'uni té

Quand on remplacel'anité par son diæième, ou son centième..., i I laut dépla'
cer la uirgale de un, oa deLLû, oa ... rangs ters Ia droite :

3 ,52  m :  35 , r  dm :  352  cm :  3  5zo  mm.

Dans l 'avant-dernier exemple, on a supprimé la virgule, puisqu'i l n'y a plus de
chiffres décimaux. Dans lé dernier, on a introduit un zéro pour représenter les
mill imètres; on peut aussi remarquer que 352 cm est égal à 352 dizaines de mrn.

Quand on remplace I 'tmité par sa dizaine, oa sa centaine, otr ..., i I Jaut dépla'
cer Ia Dirgale de an, oa deuî, oa ... rangs uers la gaache :

645 m :  64,5 dam :  6,45 hm :  o,645 km.

Dans le premier nombre, i l  y avait une virgule sous-entendue, avec des zéros à
droiie; dans le dernier nombre, on a introduit un zéro pour représenter les km,
qui ne figurent pas dans la nresure en m.

Les exemples ainsi indiqués montrent quelques-unes des dil l icultés qui peu-
vent se présenaer pour les élèves, d'autant plus que cette écriture décimale est une
convention, convèntion logique sans doutè, mais convention quand même. Elle
nous est familière, mais pour les enfants elle ne peut être ni inventée, ni mêrne
comprise, sans des explications, ni surtout sans des exercices, qui f ixent la mémoire
du mécanisrne. On peut emprunter d'abord ces exemples et ces exercices à la
mesure des longueurs, dont la connaissance est sans doute déjà partiellement
acquise par  les enfants.' 

On étudiera de la même manière les unités décimales, multiples et sous-mul-
tiples du gramme, du kilogramme, du centil i tre, du l itre et de I 'hectolitre; on
pôurra peut-être compter aussi en centaines de francs. Ilien ne pr_esse de gé1éI1-
Iiser. OÀ passe en général trop rapidement aux unités décimales abstraites, dixiè-
mes, centièmes, mill ièmes. Nous souhaitons que I 'on n'en parle pas en première
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année de cours moyen et que l 'on se contente d'uti l iser, dans cette classe, des
nombres décimaan concrets.

Les maîtres veil leront à bien faire compretdre que le déplacement de la vir-
gule, ainsi accompagné du changement de I 'unité, ne change pas la valeur de la
mesure. On obtient deux écritures différentes d'une même mesure.

On remalquera encore qu'un changement d'unité convenable permet toujours
de remplacer un nornbre décimal (avec des chiffres décimaux non nuls) par un
nombre entier, suivi de la nouvelle unité.

Mult ip l icot ion et  d iv is ion por 10,  ou por 100,  ou. . .

Pour multiplier un nombre décimal par 10, olapar 100, ou ..., oû déplace Ia
uirgule de un, ou de deur, où ... rangs uers la droite; on ne change pas I 'anité.

3 , : 5  m  x  r o : 3 2 , 5  m ;  3 , 2 5  m  x  r o o : 3 2 5  m ;
3 , z 5 m x r o o o : 3 z 5 o m .

Dans la deuxième multiplication, on a supprimé la virgule, puisqu'i l n'y a
plus de chiffrcs décimaux. Dans la troisième, on a implicitement remplacé 3,25 m
par  3 , : 5o  m .

Pour expliquer cette règle, on peut uti l iser la règle de la multiplication d'un
nombre entier par ro, ou par roo, ou ..., déjà apprise au cours élémentaire, et qui
consiste à p lacer  un ou deux,  ou. . .  zéros à la  dro i te du nombre.  On change
provisoirement d'unité, de façon à exprirner la mesure par un nombre entier, on
applique la règle rappelée, puis on revient à la première unité :

3 , 2 5 m : 3 u 5 c m ;
3 : 5  c m  x  r o : 3  z 5 o  c m .  3 , : 5 o  c m : 3 2 , 5  m .

La division par ro, ou par roo, ou ... étant l ' inverse de la multiplication. on
fait le déplacement de la virgule en sens inverse.

Pour d iu iser  un nombre (décimal)  par  1.0,  où par  100,  ou. . .  (ou pour en pren-
dre le dixième, ou le centième, ou ...), on déplace la utrgule de un, oa deufi, ou
. . .  rangs uers Ia gauche;  on ne chonge pas I 'un i té :

c a r  z , z 5  m  x  I o  :  2 2 , 5  m ;
c a r  o , z z 5  r n  x  r o o  :  z z , 5  m .

l2 o ADDITION ET SOUSTRACTION

I l  n'y a pas de diff iculté majeure à étendre aux nombres décimaux le sens et la
technique de l 'addition et de la soustraction.

L'addition traduit encore une rr r 'éunion r de grandeurs (Corirs élémentaire,
III, ro), on peut la préciser à nouveau pour les grandeurs étudiées, on place des
longueurs bout à bout, en rectiftant éventuellement (au moins par la pensée) une
ligne brisée ou une ligne courbe; on mélange des volumes de l iquide; on pèse deux
corps placés séparément, puis cnsemble sur un plateau d'une balance. La soustrac-
tion est I 'opéràtion inveise de I 'addition :elle peut être interprétée comme la
recherche d'tn complément, ou d'un reste, ou d'une difJérence de deux grandeurs
préalablement comparées.- 

La technique est presque la même : depuis deux ans, I 'enfant est habitué à
écrire les mètres sous les mètres, les dizaines sous les dizaines..., i l  écrira de même
les virsules sous les virqules, les dixièmes sous les dixièmes... Les retenues se
feront,-s' i l  y a l ieu, de l imême façon, puisque les chiffres d'une colonne (de l 'ad-
dition ou de la soustraction, ainsi posée) représentent des unités égales à une
dizaine des unités représentées par les chiffres de la colonne de droite.

On peut encore dire que tout se passe comme si on additionnait des nombres
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entiers (obtenus par un changement d'unité convenable),
se mettre à la place qu'elle avait primitivement :

r 3 , 2 5  m
27 '4  m
3 5 , 5 7  m

16,* trt.

l 3  o  M U L T I P L I C A T I O N

r , o6  h l
35

3 ô O

ô I  ô

33ro- hl

r  325
es téqu i va len tà  z7&o

3  557

ro6  I
35

est équivalent à 
-53. '

3 1 8
a l -  t

la virgule vient ensuite

cm
cm
cm

7 6zz cm.

La justification de la technique, sinon du sens de I'opération, diffère suivant
les cas.

Mult ip l iconde décimol  et  mul t ip l icoteur ent ier

L'expl icat ion peut se faire sur un problème. Un sac contient 1,06 hI de bIé;
qual est le uolume de bIé contenlt dans 35 sacs sembldbles?

On peut ramener ce problème à un problème sur des nombres entiers, en chan-
gcant provisoirement d'unité :

r , o 6  h l :  r o 6  l ;
r o 6  I  p a r  s a c x 3 5  s a c s : 3  7 r o  l ;  3  7 r o  I  : 3 ? , r o  h l .

On revient à I'ancienne unité en séparant deux chiffres décimaux, c'est-à-dire
autant qu' i l  y en avait au mult ipl icande primit i f  et qu'on avait incorporés à gauche de
la virgule en changeant d'uniié. On sâit qu'on dispose l'opération en laissant la
virgulc.

Mult ip l icot ion d 'un nombre ent ier  por un nombre décimql

Problème. - Un l i tre de mercure pèse 13 640 g; quel est Ie poids de 3,2 l i tres?

Pour former 3,2 l, on prend le dixième de litre (ou décilitre) et on réunit (ou
on compte) 3: de ces dixièmes;
pour avoir le poicls de ces 3z dixièmes,-on prend le dixième du poids clu litre et on
ôompte 3r fois ce poids, ou on le multiplie par 3z :

1 3  6 4 o  g  ,  t o :  r  3 6 1 r  g ;  r  3 6 4  g x 3 e  : 4 3  6 4 8  g ;

ou, en précisant les unités de volumes :

13 6ôo g par I  :  ro dl :  r  364 g par dl;
r  361r I  par dl x 3z dl :  43 648 C.

On peut d'abord mult ipl ier par 32, puis diviser par Io en séparant dans le produit.un
chifire par une virgulel d'oir la règlè. L'opératioh est toujours appelée une multiplica-
tion et elle est notée :

1 3  6 { o  g  p a r  l x 3 , z  l : 4 3  6 4 8  g .

Certains ouvrages expliquent cette règle en passant par l'intermédiaire d'un pro-
blème à rnultiplicateur entier :

3,:  I  est le dixième de 3z l ;
I c  po ids  de  3z  I  es t  :  13  64o g  par  l x3z  l :  436 48o g ;
Ie poids rlu rlixième est : 436 48o g : ro : 1r3 648 g.

Cette explication a Ie petit avantage de suivre I'ordre de la règle.
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- - Reste à justilier l'ernploi du lerme < multiplication >; ce peut être gênant et obscur
si_la multiplication a été < définie )) comme une addition abiégée; elldne l'est plus si
el le e-st comprise_comme la recherche d'une ualeur (monnaie, pàids, longueur.. .) i  d'une
grandeur mesurée par un nombre (entier ou décimal) quand on connàît la vâieur de
l 'un i té .

Mult ipl icot ion de nombres décimoux

On pe-ut reprendre le même problème en mettant le multiplicande sous forme
d'un nombre décimal, avec une autre unité; un l i tre de merèare pèse l7,6h kg;
quel est le poids de 3,2 I7

- On reprend le calcul déjà fait, et on change d'unités dans le multiplicande et clans
le produit, ce qui revient à déplacer la virgule du même nor.nbr.e dc rangs :

r 3 6 4 o  g  p a r  l x 3 , r  l : 4 3 6 4 8  g ;
1 3 , 6 4 o  k g  p a r  l x 3 , z  l : 4 3 , 6 4 8  k g .

?'qU 13 règle; on peut expliquer la raison d'être différente des chiffres séparés au pro-
duit. On remarquera que cette règle conserve la propriété de commutativité. Le proâuit
de (la multiplication) de deux nombres décimàux ne change pas quand otr change
leur ordre.

l 4  o  D I V I S I O N

Notot ions

. I,1e mo_t qaotien-t,^désignant le résultat d'une division, est susceptible d'être
pris dals des sens différents, quoique voisins, et il y a lieu' d'en préciier les nota-
tions. Ce sont :

a) Le quolient de deur nombres entiers, à une unité près, par défaat, appelé
aussi quotient entier. C'est le résultat de la division étucliéè au cburs eiémentâire :

1 2  : 3 :  4 ; r 4 : 3 : 1 r , r e s t e : .

Çnp!9r.che-.te. pluq grand multiple drl diviseur, qui soit contenu dans (ou au plus
9S"l-4) le dividende.Iae Etotieit est le multiplicàteur de ce multiple, le reste- est
la différence entre le dividende et ce multiple,-il doit être plus petit'que le diviseur
(il ne peut plus être partagé), il peut être nul :

diviseur x quotient, au plus égal au dividende;
dividende - diviseur x quotient : 

-reste, 
inférieur au diviseur.

-- .b) !,e quotient de deu"s nombres entiers, oa i lécimaun, à u.ne approûimation
décimale donnée (uni té;  ou d ix ième; ou cent ième.. . ;  r ;  ou o, r ;  ou o,or . . . ) ,  par
défaut. Le quotient est un nombre décimal contenant o, ou r, ou 2... chiffres déci-
maux; le produit de sa multiplication par le diviseur doit être contenu dans (ou
qu.plql égql à) le djvidende. Le reste est la différence entre le dividende et ce pro-
duit, i l  .doit être plus.petit que le produit du diviseur par l 'approximation d-éci-
male (d iv iseur ;  ou d iv iseurxo,r ;ou d iv iseur .xo,or . . . ) ;  i l -peut  êt ie  nul  ( la  d iv is ion
est dite alors exacte).

. Çe ca_s peut se. ramener au précédent, en effectuant un changement convenable
d'unités dans le dividende et le diviseur, de façon que I'approximation devienne à
une unité près.

c)Le quotient esact du dividende par le diviseur. La division est alors I 'opéra-
t ion ( r igoureusement)  inrerse de Ia Àul t ip l icat ion.  on cherche le t ,  nombie r , .
qppe]é quotient, dont le produit (de la multiplication) par le diviseur est égal au
dividende :

diviseur x quotient: dividende

C'est quelquefois un nombre entier ou décimal; on l 'obtient alors par l 'une
des divisions précédentes, lorsque le reste obtenu est nul. S'i l  n'en est pas ainsi,
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En reprenant l'un des exemples numériques donnés ci-dessus, on peut traiter le pro-
blème :

3 ,3  I  d 'hu i le  pèsent  2 /1 ,2  kg ;  qu .e l  es t  le  po ids  i le  6 I  i le  ce t te  hu i le?

Le poids de r I  est le quotient Uo ; kg par l ;  le poids de 6l est obtenu en mult ipl iant-  J , J

par 6 I ce quotient (qui est le poids du litre) :

t 1 . z  z l , z x 6  ". i , ;  o *  p a r  l x 6 1 : : r - - - t - -  k c .

Les simplilications sont évidentes :

z 4 , z  x  6
o ' o

z 4 z  x 6 zl+z x z
2 2 X 2  =  t t \ .

I I

:5 ,ooo
r ' o

2 0
a l9

o

Le calcul fait ,  on rétabl i t  le nom de I 'unité :  6 I  d'hui le pèsent 44 kg.
Bien entendu le maître voit bien que les données du problème ont été choisies pour

que le résultat définitif clu calcul soit ùn nombre exact (ici entier). Il y a là une certaine
,i tricherie >r avec la réalité, tricherie bien connue de tous les auteurs de problèrnes. Il._ne
faut pas trop s'en plainclre : les simplifications des calculs sont des exercices utiles
pourla connaissancé des nombres et pôur I'appréciation des ordres de grandeur.

Division d'un nombre entier por un nombre entler

On partage également 25 bi l les entre I entants. Combten pourra-t-on donner
de bi l les à cLnrlue enlant et combien en resiera-t- i l?

D'après la table de mult ipl icat ion, 8lois 3 bi l les font :4 bi l les et 8 fois 4 bi l les font
3: bi l lej .  On pourra donner i  l i l les à chacun des enfants mais pas 1r; on cn distr ibuera
a ins i  3x8 :  z4  e t  i l  res te ra  z5  -  zL :  r  b i l le .  On peut  résumer  ce  ra isonnement  en
écrivant :

z5 bi l les :  8 enfants: 3 bi l les par enfant; reste r bi l le.

On partage également 25 kg de calé entre I personnes. QueI poids de calé

deura-t-on donner à chaque personneT

Les nombres sont les mêmes que dans le problème précédent : on pourrait do.lnqr
3 kg de café à chaque personne et-il resterait i kg non partagé. Mais alors qu'il n'ét_ait
pas"possible de paitagèr une bille, on peut partàger r kg en essayant de formcr des
poitls cle plusieurs grammes.^ 

On pèut continuer le partage en partageant le reste, exprimé en g, soit r ooo g.
On pose les divisions :

r S o o o  |  8
r o  |  3 t r b

20 1
L o i
o l

On met une virgule et au besoin des chiffres décimaux nuls au rlividende, on- ql_ace _la
virgule au quotient aussitôt avant d'abaisser le premier chiffre décimal du dividende.
La solution résumée est :

:5  kg  :  B  personnes:3 ,125 kg  par  personne;  res te  o .

Comme le ca{é est formé de grains, il peut se faire que les pesées ne donnent p,as- toul à
fait des poids égaux, de sorté que les parts ne seront que < à peu près I $,1:$ [g.
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Divis ion d 'un nombre décimol  po? un nombre ent ier

S l i tres d'eaa salée pèsent 5,750 kg. QueI est Ie poids de l  l i t re?

On se ramène au type de problème précédent, en changeant d'unité dans le divi-
dende, de façon à en faire un nombre entier :

r ,75o l_5_ b ,7bo kg :  b  7bo g i
o 7 ,  

I  
r ' r b  5  7 5 o  g  : 5  l :  r  r 5 o  g  P a r  l ;

2 c  I
o  I  r  r 5 o  g  P a r  l :  r , r 5 o  k g  P a r  l .

On peut diviser directement le dividende, sous sa forme décimale, en appliquant la
règle précédente, pour le placement de la virgule au quotient.

Diviseur décimol

Le boucher o annoncé 573,75 F (aruondi ù 57û tt)  pour un morceaa de uiande
de 1,35 kç1 . Combien comptait- i l  le prin du ki logramme?

Le prix du kilogramme est le multiplicande de la multiplication :

p r i x  d u  k g x r , 3 5  k g : 5 ? 3 , ? 5  F .

Le prix de roo morceaux semblables, qui pèseraient r35 kg, serait  roo fois le prix d_e ce
moiceau, soit 57 375 F. Le prir cherché clu kilogramme est encore le multiplicande de la
mult ipl icat ion :

prix du kgx r35 kg : 5i at5 f ' .

On est ramené au cas d'un diviseur entier :

5 ; 3 ; 5  l _  t 3 5 _
33 ;  |  û25

oib Io l

On peut résumer la solution :

c ? J , 7 r  I  r ! ô D

3 3 r  |  1 " 5
615 Io l

573,75 F :  r ,35 kg :  4r5 F par  kg.

[Jne bonbonne contient 12,50 I de t: in. Combien pourra-t-on emplir de bou-
teil les de 0,75 I et qLLeI Dolume de uin restera-t-i l?

r:,5o I o,fb En prenant pour unité le cl, la bonbonne
i  nn  |  '6  con l ien l  r  z5o  c l  e t  les  bou le i l les  75  c l '  D 'oùr" ; ;  

I  
^ "  

l u  d i v i s j o n  c t - l a . r è g l o  d u  d é p l a c e m e n t  d e  l a
virgule. Le chif fre des unités du reste est

situé sous le chiffre des unités r1u dividende (âvant le déplacement de la virgule). On
peut résumer la solution :

rz,5o I :  o,75 I par boutei l le 16 boutei l les; rcste o,5o l .

Dans I 'un et l 'autre exemple, on a ut i l isé, en la just i f iant, la propriété r l 'un qttot i .ent
ecact :  sa valeur ne change pas quand on mult ipl ie ses delx termcs par une même
puissance de ro (et aussi par un nombre rtruelconque).

c 1 J . l J  -  ,  c i ' - '={ji F par kg: tr F par kg;

rz .5o r  z5o .  ^  , t  _ i3 l  boutc i l les.-  
t ; 5 :  1 5  

: ( r o t  
i J

Dans le second problème on pourrait dire qu'une dix-septième bouteille n'est que_par-
tiellement rempiie et que le volume de vin est les 5oi 75 de son contenu (ou les z/3)_. Cctte
remarque est en accrrd avec la notion de fraction, tèlle qu'elle est indiquée par le pro-
gramme.
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IV.  LA RÈGIE DE TROIS

La règle de trois est une opération sur trois nombres (entiers ou décimaux,
concrets,ou âbstlaits);.comme pour les opérations déjà étuàiées, on peut en dis-
tinguer.la tech.nique et le sens.- on comrriencera ici par l 'étude ae tâ récnnique,
gui,peuI se justif ier par des considérations théoriques, conséquences des pr.oprièLeÉ
de la mul t ip l icat ion et  de la  d iv is ion des nombres (ent iers et 'décimaux) . '

t5  o TECHNTQUE DE LA RÈGLE DE TROTS

Produi t  de 3 focteurs

Dans l 'étude de la tahle de multiplica-tion, puis dans celle de la technique de
la mul t ip l ica l ion.des nombres enr iers 'et  décinrâux.  on a constafé q" ;  i t  p ; ;à" i ;
(de la multiplication) de d.eux nombres (ou facteurs) est indépendant'de l,oràre, Àu
bien encore es| commutati l.

.. . une autre p_ropriété, ôu qualité, de la multiplication des nombres (entiers et
décimaux) est plus intuit ive, c'est l 'ossociatiuité; elle concerne trois nàmbres et
peut être énoncée :

On obtient Ie même résultat (ou des résultats égaux) en multipliant un premier
n2mbre pal an deu^rième, puis en multipliant Ie p-rod.uit ainsi obtenu par un troi-
sième nombre;

b.ien en multipliant Ie pre.mier nombre par Ie proilulf (de la multiplication)
du deurième nombre par Ie troisième,

- -. cette- -plopriété est en évidence sur un exemple concret (r) : un hectolitre d.e
blè pèse 78 kg; Ie bIé se uend 3 250 F Ie quintal. QueI est Ie prir rle 32 hectolitres?

On peut calculer :
l e p r i x 4 .  r  ! r ] :  3 3 ! g I n " " q _ x  o , 7 8  q p a r h l :  z  5 3 5 F p a r h l ;
l e p r i x d e 3 z h l  ;  2  5 3 5 F p a r h l  x  3 z h l - : 8 r  r z o  F .

tr{ais on peut aussi bien calculer :
le poids-de i, Ir l , o,78 q par hl x 3z hl : 2 hg6 q;
le  pr ix  des 3z h l  :  3  z5o f  prr  q x  2 hg6 q:  Si  rzo F, .

On peut résumer les deux solutions par les formules :
3 :5o F par  q x  (o,28 q par  h l  x  3z h l ) ;

(3 z5o F par q x o,78 q par hl) x 3z hl ;
les .parenthèses indiquent -qu'i l  faut d'abord effectuer la multiplication qu'eller
renferment; ensuite la multiplication extérieure.

Quot ienl

Dans l 'étude de la division, on a dit que le qaotient efract d.e deux nombres
(entiers ou décimaux, concrcts o-u abstraits) eç! le iombre fi, dont le produit (de la
multiplication) par le diviseur d est égal au dividende o. on a adrnis, "o--à éri-

(t) On reconnaît là un ty.pe,de. p_roblème assez courant; on p€ut aussi en rapprocher la règlo du
calcul  du.r 'o lume d'un .paral lé lépipède rcclanele.  ,par le 'pro<iui t  dc scs l ro is '  

'd im"nsions,  
!u 'onpeut associer, en un produit d'une surface par une l-ongueui (cle 3 façons différentes),
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dent ou certain, que ce quotient est déterminé, on a indiqué sa notation avec une
bame (de fraction), en sorte qu'i l  est rt équivalent r d'écrire :

. : *  o u l o x  d , : a  o u d x r : a .

Cette déterrnination (ou cette unicité) du quotient peut être considérée comme
une propriété de la multiplication et peut être exprimée ainsi (r) :

Si les produits de Ia multiplication de deun nombres par un même trotsième,
non nul, sont égaùr, ces nombres sont égaun :

c r x  f r  :  a x  y  o u  r x  a  :  y  x a  e n t r a î n e  r  :  y  ( o  n o n  n u l ) .

Quand la division de deux nombres (entiers ou fractionnaires) ne se fait pas
exactement, on admet qu'i l  existe cependant (on peut dire physiquement, ou maté-
riellement) un quotient exact (voir III, ro). On admet que ces quotients exacts
(y compris ceux qui sont égaux à des nombres entiers ou décimaux) peuvent
être multipliés entre eux €t que leur multiplication vérifie les plopriétés (ou
qualités) qui viennent d'être rappelées : comûrutativité, associativité et égalité de
deux quotients (ou de deux nombres) dont les produits, par un troisième, sont
égaux.

Égol i té de quot ients

Ces considérations permettent d'aIl irmer que :
On ne change pas Ie quotient eïact de deur nombt'cs (entiers ou fractionnai-

res) en les multipliant, ou en les dit isant (si cela est possible) pdr un même
nombre.

On cherche le quot ient  exact  r :  
â ,  

O" d iv idende o par  le  d iv iseur  d;  c 'est

dire que le produit de d par o (ou de n par d) est égal à o :
d x t : u .

En multipliant ces deux nombres égaux par un même troisième q, on obtient
encore deux nombres éEaux :

q x ( d x n ) : q x a  o u ( q " d ) x n - q x 0 . .

La deuxième égalité est obtenue en appliquant l 'associativité à I 'opération du pre-
mier mernbre. Cette égalité montre que r, calculé comme le quotient de a par d,
est aussi le guotient de (q x o) par (q x d). On passe du premier quotient au second,
en multipliant les deux termes par q; on passe du second au premier en divisant
ses dcux lermes par  g.

On a déjà appliqué cette propriété d'égalité de quotients exacts (en la justif iant
par des considérations concrètes) dans la technique de la division des nombres
décimaux (r[, Diuiseur décimal) pour Ie déplacement de la virgule au dividende
et au diviseur.

Les 3 colculs de lo règle de t ro is

La règle de trois est une opération qui consiste, étant donnés trois nombres
(entiers ou décimaux, concrets ou abstraits), à multiplier les deux premiers a et b,

( r )  C'est  là une propr iété importante (malgré son évidence apparente)  des nombres ent iers
(donc aussi des nombres décitnaux) et elle est une des bases de toule théorie correcte des nornbres
fract ionnaires,  ou des quot ients.  El le peut  être énoncée comm€ un€ propr iété de la mrr l t ip l icat ion
par o : pour que le produit (de la multiplication) de deun nombres (entiers) soit nul, il laut que
l'un au ntoins dcs nombres soit nul; il suflit qu'il en soit ainsi. On en déduit la propriété du texlo
en appriquant t" ut'ïT::': 

Tr" 
."":.;nt'""TI 

o - r, = (c x c) - (a x y)
entraînent : o  x  ( x - y )  - -  o .

Dans le produi t  a x ( r -y) ,  le premicr  facteur c n 'étant  pas nul ,  i l  faut  que le second
(o-y)  le soi t . ,  c 'est-à-di r€ que o doi t  être égal  à y.
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puis à diviser le produit obtenu par le troisième nombre d (en cherchant le quo-
tient exact) :

a x b : p i  d x a : p i

LIne règle de trois est représentée par la formule :

a x b
* :  

d  
i

en principe, c'est un quotient exact, mais i l peut se faire qu'on ne puisse en
calculer qu'une yaleur approchée.

Les considérations précédentes permettent d'afl irmer l 'équivalence des trois
modes de calcul suivants :

On multiplie a par b, puis on lorme Ie qaotient (exact) da produit ainsi obtena
oar d;

on lornre Ie quotient (exact) de a par d, puis on multiplie ce qaotient par b;
on lorme Ie quotient (exact) de b par d, puis on multiplie a par ce qaotient.

Ces trois modes sont exprimés par les formules (où les parenthèses ont la
signification de priorité de calcul déjà indiquée) :

( o x b )  / a \  / b \
d ' - t  \ 7 / t o ;  

o " ( ? /

En raison de la commutativité, on peut changer I 'ordre des facteurs, dans les
multiplications; i l  y a peut-être l ieu de le respectei dans la solution d'un problème
concret.

Les quotients < formés D sont, en principe, des quotients exacts; si lc calcul ne donne,
au moins pour l 'un d'entre eux, que des valeurs décimales approchées, les 3 valeurs cal-
culées ne sont plus strictement égales, mais seulemcnt approchées. Iirempie : lcs trois

modes cle calcul appliqués à l 'exemple numérique : 
19al! 

donnent
2 I

hzo  :  z r :  20 ;  r cs te  o ;
r , 4 2 8  x  r 4  ' :  r g , g g 2 ;
3 o x o , 6 6 6 :  r 9 , 9 8 .

I l  est visible que I 'approximation peut devenir aussi grande qu'on veut, en calculant
les quotients avec un nombre sufli,samment grand de chiffres décimaux.

On reviendra ci-dessous sur la justification de l'équivalence dc ces modes de calcul
par leur interprétat ion dans des problèmes concrets. La just i f icat ion théorique peut
résulter de I 'ossociat iuité de la mult inl icat ion :

Reprenons les formules avec les iettres o, b, et tI; cffectuons le dcuxièmc calcul et
appelons a' lc quotient (exact) de o par d; i l  est défini par l 'égal i té de mult ipl icat ion :

d x a '  :  a .

Bn mult ipl iant lcs dcux membres de cctte égal i té par lc nombre b, on obticnt encore
deux nombres égaux :

( d . x a ' ) x b :  a x b o u  d x ( a ' x b ) :  a x b .

La deuxième égalité (déduite de la première, en associant différemment les facteurs de
la mult ipl icat ion du premier membre) montre que le produil  (a'x b), qui est le résultat
du deuxième calcul,  est égal au quotient de axb par d, c'est-à-dire au résultat du pre-
mier calcul.

I f fectuons encore le troisième calcul et appelons b' le quotient (eract) de b par d :

b ' x d : b .

Multiplions les deux membres de cette égalité par a, on obtient encore deux nombres
égaux :

O " r : $ .

r .  -  3 o  x  r f i :  [ z o ;
z .  -  3o  ' .  z r  :  r , l+28;  res te  o ,o rz ;
3 .  -  t t+  :  r r  :  o ,666;  res te  o ,o r ( ;
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i r- l i t  oxb',  qui est le résultat t1u troisième calcul est égal au quotient de axb
L e:t-à-dire au résultat du premier calcul (r).

t
t
!

t r

I
I

Simpl i f icot ions de Io règle de t ro is

L)irns .une règle de trois, on peut multiplier ou diviser (si cela est possible)
tir un même nombre le nombre du dessous et I 'un des facteurs du dessus. Car
,rn ne-change pas le quotient correspondant, ni son produit, par l 'autre facteur
d"ns le mode de calcul approprié). On peut faire de tèlles modifications successi-

verrrent; ia technique en est bien connue. Pour l 'exemple de calcul ci-dessus :

i 9 r  l 4 : ! g : :  :  r o x  2 : 2 . . .
2 1 3

l 6  o  PROPORTIONNALITÉ

Le programme comporte : u Prin et poicls à t 'unité et erenxples analogues d,e
tluotients. RègIe de trofs-. r Les Instructlcins (IY, 8) donnent dei indicatiois "ssu,
précises sur. ia façon de comprendre et d'étudier ces deux notions. Cependant la
règle de trois a pu- être rattachée assez longtemps à la notion générale àe propor-
tionnalité et considérée comme le calcul d'une qrzatrième propôr't ionnelle, âont ta
construction est encore, à juste titre, étudiée en géométrie éléùentaire. I l y a peut-
être quelque intérêt à comrnenter sommairemènt cette notion, en montrant sa
liaison avec la conception préconisée par les Instructions (et avec la notion de
mui t ip l icat ion) .

Irour facil i ter le langage, on uti l isera pour ce commentaire l 'exemple familier
du prix d'une denrée, payée au poids. on examinera le sens et l 'équivalence des
deux formules :

Ie prin d'arte denrée est proportionnel à son poids;
le prir d'un poids i l 'une denrée est égal au produit (de la multiplication) par

ce poids du prir de I 'unité d,e poids.

_ La p_roportionnalité peut être exprimée en disant que le rapport des prix de
deux_poids (quelconques) d'une môme denrée est égal au rapport-de ces poiâs.

Pour calculer, ou exprimer, le rapport de deux grandèurs de même espèce
(ici des poids ou des valeurs), on cherihe une partieâIiquote commane, c'eÊt-à-
dire une grandeur contenue un nombre entier lexact) dé fois dans chacune des
grandeurs; le lapport est égal au quotient exact des deux nombres entiers ainsi
trouvés (ou encore à la fraction qui les a pour termes). Cette construction du rap-
port, et par srrite la notion de proportionnalité, déjà uti l isée dans la géométrie
gfecque pour les longueurs, ne nécessite pas le choix préalable d'une unité (pour
les grandeurs considérées).

trfais les grandeurs d'une même espèce peuvent être représentées par leurs
nesules, en nonrbres décimaux, ayec une même unité connue. Alors, le rapport
rle deur grandeurs de même espèce est égal au quotient (exact) de lears mesures
(ceci indépendamment du choix de l 'unité, de sorte que ce quol,ient est un nombre
(fractionnaire) abstrait, qu'i l  n'y a pas l ieu de faire suivre d'un nom d'unité).

Deux poids ayant, par exemple, pour mesures :
z3,4ro kg et  r : ,3o5 kg;

{ r )  On pourrai t  aussi  ut i l iser  le quot icnt  de r  par d,  c 'est-à-di re < I ' inuerse > c lu nombre r I
(considér6 comme un quot ient  exacl) ;  en I 'appelant  d ' ,  les t ro is formules prennent la forme:

( a x b ) x d ' ;  ( a x d ' ) x b ;  a x ( b x d , ) .

Leur égal i té résul te,  p lus évidemment peut-être,  de I 'associat iv i t6 e i  de la commutat iv i té do
la mul t ip l icat ion (des quot ients exacts)  ou des noTnbres f ract ionnaires.
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on peut prendre Ie gramme comme partie aliquote commune; il est contenu :
z3 4ro fois et rz 3ob fois

dans les deux poids. Le rapport du premier poids au second est le quotient (exact) :
z 3  ( r o-  *  e g a r a
I 2  ô O J

ou
z3, l+ ro
r  :  ,3ob

2 3 , ( r o  k g
' r$ t Ïs '

L'égalité résulte de la possibilité de diviser les deux termes du premier quotient par Ie
même nombre r ooo, le rapport peut aussi être considéré comme ie quotieirt cles môsures
en gramnles.

La condition de proportionnalité peut alors être énoncée :
Pou! deun _poids (quelconques) de denrées, Ie quotient ile leurs prin est égal

au quotient de leurs poids.

. En prenant pour le deuxième poids l 'unité de poids, le quotient des poids est
la rnesure du premier poids et l 'énôncé devient : 

-

. . le quotient da_prir d'un poids d'une denrée par Ie priu de I 'unité d,e poids est
égal à la nlesure de ce poids :

ïI 1^q1,,ïii:: mesure du poids.
prlx de l  untte

Cette division exprime la multiplication :
prix d'un poids d'une denrée : prix de l 'unité x poids.

C'est la deuxième formule énoncée pour exprimer la proport ionnali té (r).

- On exprime parfois la proportionnalité du prix au poids (ou d'une grandeur
à.une autre grandeur), en disant sous une forme incorùcte, qu'on pense expres-
sive : le prix devient deux, ou trois, ou .. .  fois plus grand ou plus fet i t ,  lorsque
le po-ids devient deux, ou trois, ou .. .  fois plus giand"ou plus pàti t .  

'

. I l  serait  peut-être préfér 'able de dire què le prix d'un âeuxième poids est cons-
truit avec le- prix d'un premier poids, comûre cè deuxième poids esf construit lui-
môme a.{ec le premier (par un partage en parties égales dont on prend un certain
nombre).

. .  On.peut encore considérer (tout au moins cn vuc d'études ul l .ér ieures) la propor-
tionnalité comme un cas particulier de la notion de fonction. l-rne grandeur, d'ùe cer-
taine-espèce, représentée par sa mesure y (par exemple le prix en F) est fonction d'une
grandeur,-en général d'une autre espèce, représentée par èa mesure ir  (par excmple un
poids err kg),_lorsqu'on sait  calculer le nombre y, quànd on corrnaît le nombre-r (on
sait qu'ordinairement ces nombres c ct y ne sont plus seulement des nombres décimaux,
ni même fract ionnaires mais des nombres réels). Dans le cas t le la proport ionnali té, Ie
calcul est exprimé par une multiplication :

Y  :  a x r ;

on obtient le nombre y en multipliant par le nombre c, un certain nombre fixe o, qui
est la.rnesure de la grandeur fonction qui correspond à I 'unité de l 'autre grandeur. 

-

C'est une telle relation qui existe entre les déux côtés (de I'angle droitf des triangles
rectangles qui ont les mêmes angles aigus, ou $ont < semblablei r; c'esi-à-dire encore
entre les coordonnées relativement à deux axes rectangulaires. d'une droite (ou seule-

(r)_Cette deuxième formule est donc une conséquence de la première;el le peut paraître plus
part icul ière,.puisqu'el le ne s'appl ique pas à deux p'oids quelcon{ues, mais seulàmeni à un pôids
comparé à l 'unité.

Il est facile de vérifier que la première en est cependant une conséquence; par eriemple pour
deux poids de rb kg et r:  kg :

- PIII 49 l!-Is :Prt i:-Ic-Ij" !s - z5 kg - :5
p ; i *  d "  r ,  k g  

- p r i *  
. 1 "  k c  x  t ,  k s  

: t ,  
k g : ; '

lo troisième_ quotien-t e-st obtenu en divisant les deux termes du précédent par un même nom-
bre, qui est le prix du kg; dans ce troisième quotrent on peut supprimer l ' indication de I 'unité.
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ment  d 'unc  demi - r l ro i te )  i ssue de  I 'o r . ig ine-des  axes .  c 'es t  le  p r inc ipe  de la  représenta t ion

oranh ique de  ce i le  ton . t ià^ 'pÀpàr t io -nne l l c ,  appe lée  auss i  l inéc i ie .  on  Ia  t rouve dans

Ë;;i; i ;:;r;g"i, pr",,Ëoîiui"Ài"i.."* acériries à rr crasse dc {in d'études.

I7  O  PROPORTIONNALITÉS USUELLES

Au point de vue de l'enseignement -du cours moyen' on peut retenir que cer-

raines srand.rr.r, *.rTr"rË;;;;i à.; unités usuelles, ont des i valeurs D qui sont

à"lï"feEt par les règles de multiplication et-de-quotients :
valeur (totale) : valeur de l'unité x mesure;

valeur (totale)-- : mesure: fg]ttt : valeur de l'unité.
valeur ae f unité mesure

Les quotients sont. en principe. exacts; la mesure esl. aussi le nombre (décimal)

t l ,un i rés.  Dans cer ta in.  i ; ; .  l i ; rËr .âà i tuni tO a un nom pa.r t icu l ier '  Les.pr inc i -

Daux exemples sont ,i;;il; auttt t. tableau suivant (Instrictions' Cours élémen-

ia i re.  l l f ,  i3 ,  e t  Cours moyen.  lY '  8)  :

Dans ces cremples,  la  ra lcur  et  Ia .  -grandeur sonr .  en général . ,  d 'espèces d i f fé-

rentes.  sous le  nom de f ract ions.  consid, l réeJ con' , r*  d* t  l iu l t ip l icateuis abstra i ts

et  de pourcentages '  le  p |ogrcmnte con-rp l 'en;  Jet  ptoblèmes analoeues'  Dour les-

qucls  les srandeurs. t  lJ t ; ; i ; ; 's  sont  dà -eÀt  t t fa te;  de so.r te qt tà le t  và leurs de

i ' ; î t , ; ' ; " i ;J . . î " ,À1.àr  Ài l r . t i r t  q" ' i t  " ' t  a  pas ' l ieu de fa i re suivre de I ' ind ica-

tion d'une unité.

l 8  o  VALEUR DE L 'UNITÉ

pour exprirner une ( I)aleur de I'unité ), il est utile de rappeler les deux unités

emDloyées (lnstruction"e , 'rî ' î i 'p* i;;;;btiniutio"t ' Par exeinple' pour les prix'

ou ia lôurs mtrchandes :

$ iîî i-; $ i:: n,; $

Valeur totale Grandeur Valeur de I'unité

\;:iil"" 
d'objets

valeur marchancle ou prix ,  iolume ou capacité

prix d'un objet
prix de I 'unité

salaire

poids

poids, volume,
récolte

distance

volume

intérêt

I
I t.*p, du travail
I

l volume
( longueur d'un lil

p r i x  d 'une lsur lace  d 'un  champ(

/ longr.reur
! surlace

tcmps de Parcours

temps d'écoulement

temps de Placement

salaire horaire, journalier, men-
suel, annuel

pcids spécifique
poids du m

renclement

vitesse

débit

intérêt arrnuel

Ëâi i.',; $ Bii h" F par ha
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Les relations entre ces valeurs pour une même grandeur sont relativement simples,
I 'unité de valeur étant toujours la même et les"unités de grandeur étant multipleé
ou sous-multiples décimaux; par exemple :

F par  g:  r  ooo F par  kg.

Les maîtres estimeront s' i l  y a l ieu d'exprimer certaines valeuls en centaines de F,
ou en mill ions de F, la dif l iculté est l 'absence actuelle d'abréviation.
, Pour les poid.s spécifiques et les rendements, on peut avoir à faire un double

changemenI d 'uni té,  pour  la  grandeur et  pour  la  valeur  :  par  exemple passer  des
kg par  a aux t  par  ha:  c 'est  un calcul  de quot ienl .s  de puisùnces de^ro i

une t  par  ha :  rooo kg par  roo s : ( rooo :  roo)  kg par  a :  ro kg par  a.

Ces chances changements d'unités peul'ent faire l 'objet d'exercices à l 'occasion de problè-
mes simples. On reviendra ci-dessous sur la- notion de poids spécifique en'raisonpoids spécifique en raison

rt de débit, pour lesouellesde son .importance spéciale et sur les notions de vitesse ei de débit, pôur lesquelles

r r  7 6 o  F : ?r*& F par m2.

les u_nités (heures, minutes, secondes) ne sont plus décimales.
La circulaire du 13 août rg5z indique la pbssibil i té t l 'uti l iser une barre incli-

née au l ieu du mot por (ce qui n'est qu'une abréviation minime) :
g/cm3 au lieu de g par cma

une valeur de l 'unité est ainsi mesurée avec une unité qui est un quotient
d'unités (ce que rappelle le mot por, ou la barre inclinée) ; lei élèves ont aussi à
uti l iser quelques grandeurs dont I 'unité est constituée par.un produit d'unités; en
dehors des sur faces en m2-(ou mxm) et  des volumes én mB (ou mxm2),  on peut
citer le.s journées de travail qui sont le produit du nombre tle joui's pat ie non,b.e
d'ouvriers,.analogues aux wh, qui sonf le produit de la pufssoncr-, en watt, par re
temps, en h, pendant lequel s'eier.ce cette puissance (r).-

19  C  PROBLÈMES DE RÈGLES DE TROIS

Quot ient  intermédioi re

Les lnsfructions (IV, 8), signalent que les problèmes usuels de règle de trois
conduisent à la rechcrche d'un quotienl intermédiaire (ce qui est le déuxième ou
troisième rrrode de calcul) et suggèrent deux types de problèmes; le quotient inter-
médiaire étant, dans I 'un un multiplicande, dans l 'auire un muitiplicateur'.

r. - Dans un lotissement on a acheté, pour Ie prlr (forfaitaire) d,e 21 760 F,
ane parcelle de terrain d'une superftcie de 

-128 
m2.'On ueut ensuite acheter une

parcelle uoisine, d'une sap_erftcie de 192 m2; Ie tendeur en demande le n.tême priæ
aù mz (ou < ou prorata r des surfaces). Combien deura-t-on payer?

. . Pl"t la- première vente le prix du m2 (qui n'avait peut-êt,re pas été calculé, le prix
total étant forfaitaire). est le quotient :

r : 8  m 9

Le prix de la deuxième parcelle sera calculé. en multipliant ce prix clu mètre carré par
la superficie nouvelle :

"  ?=Ûo  F  pa r  m !  y  r o2  m :  
z l  ; 6o  x  r gz  F

1 2 ô  r z g

J t l  Q1  neu t  cn ,1919  I  a j ou le r  ce r l a i ns  l l snspo r l s  i va l ués  en  l onne "  k i l on r , r l r i ques .  o r r  I  x  k rn ;
p rod -u . i t  ( de  . l a  .mu l t i p l i ca t i on )  du  po ids . l r anspo r t é  ( en  l )  pa r  l a  l ongue r r r  t l u  I r an .po r l  1en  kn r ) .

L 'emploi  des _< journées de t iavai l  ,  év i te nàtaminônt quelqf ies fausses appi icat iôns bien
connues de la règle de l ro is.
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T

.  . .- .  . : ; .  :ar iur d.une règre de trois, qu,on peut faire par l 'un des trois modes indiqués :

: r  T t io  :  r28  -  r7o ;  r?o  x  ro2  :  3z  64o;

r g z  :  r z 8 :  r ' 5 . ;  ' , t  n 6 o ] <  r ' 5  =  3 z  ô 4 o ;

zr Tt lo x tgz : l+ t f  i  g2o; a t11 g"o : rz8 : 3: ( i4o'

lalls le premier calcul' on a d'abord cherché le prix de vente au m2' qui est de

,t 
!#l îË' i . .onu calcut on a cherché te.< rapltort r  des superf ici : t^9tt deu'< terrains'

, r . i  o . l  r .5  (ou  r5o  " /o l '  Le  rappor t . r le t  p t i *  t ' t 'Ë i t i  I  ËÀ luppot t  de  supcr f i c ies  (c 'cs t  Ia

ll;;ii;iix;p:,.1:'"|îiî'Si',0;io:':il".i:'f:'illr". dc rez m2, '?*i.:,.'^:l était de :r 76o F
nar  m! .  c ,es t -à -d i re  , rS ' ià i r ' .1 'n r r ie  ua le , . t r ;  i i ; ; " . i . ; t i  donc  do  ù iv ise l  t ' c  p rodu i t  in te r -

inOctiai ie Par rz8'

z. -  Le ci i l re dou:r uauL25-F Ie ' I i t re ' , I I  fqr l t  160 kg d' ! :yf"  poÙr laire un

hectotitre de cidre. tirriù"îrt-ti t:aleur ai'riârr- qui"pouri'ait ëtre 
'Jabriqué 

auec
'i,T'i"iii:irt, 

de 3o q d'e pommes?

L'énoncé emploie des unités différentes, on commen-cg P,u: lT ,u"ni{ier' 
en prenant'

p", ;*;;pù, inrl r. 'illiii!:il; *:ii::tÏ";:i'l[j{t",: 
'.?6dn,,::';}:l; Îiis:

àn cottoait  Ie Prix du
t i e n r :  B o q _ : i i f r f .

t6 q Pat-Et r'6

La valeur tlu ciclre est obtenue cn multipliant le prix par hl par ce quotient :

r  s o o  F  P a r  h l x  
Ë  

n t :  1 ! 9 9 1 j 9  F : 4 6 8 1 5  F '

On aurait pu, aussi-bie-n' calculcr-d'abord le prix du cidre produit par un quintal

d. p;;;;;;"p.ii''rt multiplier par le poids de pommes :

.,]ï*##=:r-; F par q;

, #  u p a r q x 3 o q :  l 9 9 , ï i L  F : â 6 8 i 5 F '

C.es raisonnements justinent I'équivalence' du !r9isièn'i'e'1n-10: :ilî,t:;ttliti#:

i::** kFt; l;.r; lii:: "t ; :li ;H"ii;:'î:"1"':H:iî':hi'' ;; ;iu' a''^
valeur :  i l  peur  et r .  o !u i . . . i i ' ï t iL  a.  .o ioï i t t "  la  ra leur  du c idre produi t  par  un

ouinta l  de pomnres. 'La just i l icat ion,du.  p iË* i . .  Àoa.  apparaî t  ic i  encore p lus

i . t iô . i . rËqu.  annt  le  prôblème pr 'écédent '

Divis ion Por un quot ient

On peut encore calculer pqr .Yne 
rlgle de trois'(une d!!s3on et une multipli-

cation) un problèm'e d";;'i; Joit'tlo" toià"iÀii a ai"ittt un nombre par un quo-

ticnt' '  jolter l 'h q de bré"En espéranL lg ry:^2

,.,,d?#,'^ï,^,i!,îiT,!!,f"i,, t'i"i ,1",{f}à',,i,,î" pi",'" obtenir u-ni iécotLe de 35 q7

Le rendemcnt du blé'  en q par a'  est lc quotient :

. ' r , F : ' - 4  q p u . u .

o n c a l c u l e l a s u p e r f i c i c n é c e s s a i r e e n c l i v i s a n t 3 5 q p a r c e r e n d e m e n t

3 5 q :  1 4 - q P o t u '
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Le signe : ind-ique,Ia division exacte (Inverse de la multiplication).
Mais, au lieu de chercher le. rendement, on peut caliuler la-Juper{icie qui produirait

un quintal de blé; c'est le quotient renversé :

+ + : l o n u , n ,r , 4  q  r , 4
il suflit ensuite de multiplier ce quotient par le poids de récolte espéré :

5  ^ ,  b x 3 5
1 4  

t  p a r  q x J r  q :  
1 , 4  u .

On peut calculer cette règle de trois en la simplifiant :
J x 3 b  _  b x 3 5 o  -  5 x 5 o  z 5 o

1 , 4  
=  

t t t -  
=  

,  
:  

, t " : t ' " a '
cet exemple iustifie la règle. j poar cltuiser un notnbre par un qaotient (exact),

on peut Ie mult ipl ter par Ie qiot ient renuerse :

,  b  d  a x do ,  
a :  

o x  
b  

o u - _ b _

pn peut-aussi établir théoriquement.cette règle,_comme il a été fait ci-clessus pour
l 'équivalence des modes de 

-calcul 
d,une règÏe â" t.Àir.

Colcul  préoloble du produi t

, ,--_Yl,g.robJèr.ne.de troc peut conduire directement au premier mode de calcul
o une regte de trols.

.  Jo:r l* un-examen d'entrée en sixième.) - un cult iuatear échange alrec son
uo*in 35.60 q -de betteraues, conlre des pommes de terre. Les belteraues ualent
16v I par q eL res pommes de.I.e.rre, |  6s0 F par q. euet est Ie poids d,e pommes de
ter re  que deura  receuo i r  Ie  cu l t iua teur?

- -Les poids échangés doivent avoir la même valeur marchande; on sait calculer celledes betteraves; c'est lè procluit  (de la mult ipl icat ion) i
r 8 9  F  p a r  q x 3 5 , 6 o  q :  ( r 8 9 x 3 5 , 6 o )  F .

Le poids de pommes de terre est obtenu en divisant cette valeur par la valeur du q depommes de terre :
( r 8 9 x 3 5 , 6 o )  F  _  r R g x 3 5 , 6 o
r C S " f p a . q :  , O S o  

q

^. On.r.qmarqu.era -que le calcul de cette règle de trois (épreuve rl'un examen ofiiciel) peutêtre fait  par simpli l icat ions.
r89  x  35 ,6  _  r89 ,x  3b6

r 68o 16 8oo

20 o CONCLUSTON

r S o x B o  6 3 x B o=
4 zoo r  (oo

g x 8 9 Bor : 4 , o o 5
1cJ()

Ces considérations sur la règle .de trois ont été relativement développées pour
montrer la liaison entre la_ conception préconisée par les 

-iiiir'"itto"t 
et celle dell1,y!,rrj:T: pt'oportionnelle (r 'ecÉerche'du terme iirconnu d'une proportion _ ou

Sg,allré de rapports^- dont on connaît trois termes), qui peut en"ô.u'être familière
a Deaucoup de mai l res.

On en retiendt'a sans doute que les_élèv_es doivent être familiarisés avec l 'usage
!iî:r. l^. {jTl". -O-q: 

l 'énoncé) d'es règles de catcul o" a. ieif,nique, quettes qfià
s_orent res rustrl ications, concrètes ou théorique!, eui en sont données : 'possibji j tc
de mult-iplier, ou de db.ise1, par.ury même nbmbre les teimes à;i i quoti 'ent; o*ro-
ci,atiDité-dans_un produit d,e irois lacteurs; l 'équiualence ari t ioi, ^odes d.e calcul
ct une_re.gle de trois (numérique):^diui.ston par un quotient. ces règles se relrou-
vent  d 'a i l leurs dans le  calcul  des f ract ions dt  des pol .centûges et  e l ies sont  essen-
tielles dans la pratique (er dans la justif ication) dd calcul *i$oË.iq"..
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. , Pour les problèmes, nous recomrnandons de ne pas abuser de la règle de trors
:l 9. 1. _p9., fabliquer arrificiellemenr des énoncés'po"i ""-trôrrve, d"es appliàa-
t rons,  I )ans b ien des cas,  la  valeur  du quot ient  in termédia i re,  mêrne s i  e l lô 'n 'est
qu 'approchég, .peut  présenter  un-  in térêt 'prat ique et  on peut  la  calculer  au sui ià ,pour  I  rn l r 'odul re sous sa I 'orme_décinra le,  dans les calculs  u l tér ieurs.  Cependant  i l
peut être-bon de r'ésumer la solution sous la forme de la règle a. t.oi.'iq*"iiàri
{ , 'un nrgdui t  par  un,nombr.e) ;  e l le  peut  const i ruer .  uprès à.Ë s impr i r icat idns,  s ' i l
s 'en_ présente.  un calcul  ut i le  de vér i f icat ion.  El le  peut  aussi  suggérer  un aut l .e
mode de raisonnement.

Dans les exercices- _traités ci-dessus, on a pris soin de maintenir I ' indication
des unités.-ce qui semble en accord avec l 'esprit (sinon avec la ieitre) de la circu-
farre de r95z- e.t c.qqui accentue aussi les indications déjà données dans les Instruc-
tron-s (qe_ I945). -(Un remargue-ra_que. ces jndications sont rendues plus facilement
applicables p.ar la.place de i 'abréviation de l 'unité, à la suite â"-nômb.e dociÀai,
et  non p lus dans le  corps de ce nombre,  après la  v i rgule. )
,_.--Ot,3 montré que des problèmes de rè8les de trois peuvent se prêter à plusieurs
rnterprétations de leurs calculs et constituer ainsi des justif icatiôns ou âes i l lus-
t rat ionsdes règles de- technique.  I l  ne faut  toute lo is  s 'cr i  seru i r  qu 'u. t  restanI  dans
le domaine de la  vra isemblance prat ique:  c 'est  a ins i  qu ' i l  faut  év i ter  de chercher
le nombre de chapeaux q.u'i l  est possibie d'acheter avei r F 1àu même avec roo F),
ou encore de faire travail ler un ôuvrier z7 h par jour.

V. LES FRACTIONS

. Le plogramme ne comport€ qu_e l 'étude de < fractions très simples de gran-
deurs rt. I l  entend sans doute ainsi la l imiter très strictemô"t ",r* afpticaiiofis àe
plus en plus restreintes qui en_ sont faites dans la vie courantà;--on'ri 'uti l ise prus
les f ract ions pour représenter  des mesures (voi r  c i -dess"r , - " ; ; j ' . i  même les f rac-
I 'rons de grandeur sont souvent exprimécs sous forme de pourcenl.ages (ou de frac-
tions décimales).

- Cependant, dans certains l ivres d'arithmétique théorique, les fractions sont
présentées comme des.  mesures de qrandeur (une ou p l r rs ie l rC parr ies de I 'un i lé ,
d iv isée en.par t ies égales) .  ou comme une extension àe t :ànse, , iÈt .  a .= nonrbres
enlrers. (voi r  n '  g ,  In térêt  des nombres l roct ionnaires) .  Pour é laver  éven[uel le-
i9 l . t  ! ,q t t . ignement  qui ,est  préc isé par ' le  progmmme et  rccommandé par  les
tnstrucLrons,  on a cru ut l le  dc donner en anne:re de la  présente é lude une ihéor ie
sommaire des fractions, considérées comme d,es opéràteurs, c,est-à-dire comme
des indications,d'opérations ou de transformations â effectuer rn" d.. à;";à;;;.
_ ^_f"l-. je p,1ésent paragraphe, on-donnera Çir-elques indications porrr Ë pratique
même de la classe. où leçons..ex.ercices et problèries, sur ce sujet. doir.eni ga.àet
un double caractère de simplicité ou même d'intuit ion et d'uii l isatio" p.ri iquà.
Q3 a e-mP.unté-des exemplei à-des probrèmes donnés récemmeni à des examens
d'entrée en sixième. certains d'entrè eux apparaîtront sans doute artif ici"rr; "à
q-ui confirme que I'usage des fractions est dô-plus en plus rare dans lt p;id;
effective.

Une des diff icultés de l 'étude des fractions est I 'existence d'expressions syno-
nymes, ou de sens très voisins :

partager une grandeur en n parties égales; prendre le n-ième de la grandeur;

multiplier la mesure par la fractio.r -l: diviser la mesure par n;

Prendre une fraction d'une grandeur; nrurtiplier la mesure par la fraction;
problèmes inuerses.'construire une grande-ur avec n partiàs égales; diviser

la mesure pu. f; nurli iplier la mesure par n;- n
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construire une grandeur dont on connaît une flaction; diviser la mesure par la
fraction; multiplier par la fraction renversée ou inverse.

On a pris soin dans ce qui suit, comme dans la note annexe, de préciser l 'équi-
valence de ces expressions.

ZI  O PARTAGES EN PARTIES ÉGALES

Le bord d'une bande de papier est un segment de droite; en pliant la barrde en cleux,
on partage le segment en deux parties égalcs dont chacunc est la rnoil ié clu segment
primitif. En pliant en quatre, ou en huit, on obtient 4, ou B, scgments égaux dont cha-
cun est le cluart, ou le huifième, du segmcnt primitif.

En lâtonnant, on peut plier une bande de papier en trois, ou partager le segment
de droite formé par son bord, cn 3 parties égales, ou 3 tiers (voir une constr\rction dans
l'Ànnexe-38).

Pour partager une motte de beurrc en 5 parties dc môme poids (ou égales) on peut
lapeser, on trouve par exemple 35o g, on divise ce poids par 5 :

ô c o g : c : ? o g .

On partage à peu près la motte en 5 parts égales; puis on rcctific ce premier partage,
en pesant chacune de ces parts et en ajoutant, ou retranchant, un peu de beurre à
chacune d'el les de façon que leur poids soit  bien dc 7o g.

On peut préciser ces opérations et le vocabulaire qui les traduit :
en partageant une grandeur ( longueur, poids, volume, valeur, prix.. .) ,  en

2 ,  O U  3 ,

part ies égales, chacune esf

la moitié, Ie tiers, Ie rluart, Ie cinquième,

de la grandeur partagée.
On écrit ces expressions qui sont des lractions :

le nombre au-dessus, qui, dans ces premiers exemples, est égal à r, est le numéra-
teur, le nombre du dessous est le dénominateur.

Quand on partage ainsi une glandeur et qu'on conserve une des parts, on dit
qu'on ptend

Ia moitié, Ie tiers, le qaart, Ie cinquième, le sinième,...

de la grandeur. On dit aussi qu'on multiplie cette grandeur par
I

tl

I l  faut bien remarquer que le terme m,ultiplier a alors un sens nouveau : nzul-
tiplier une grattdear par une Jraction, c'est prendre Ia lraction de cette grandeur.

Pour faire cette opération, on peut mesurer la grandeur, puis diviser cette
mesure par le dénominateur. On écrit ou on dit :

la moitié de r5 cm, ou r5 cm x I
2

le cinquième de 35o g, ou 35o g , 
;, 

o,r !p *, ou 70 g.

I I
; ,  ; r . . .
5 0

I
7 ,t '

I

2

ou 4,  ou 5, o u  6 , . . .

Ie  s i r ièn2e, . . .

ou  7 ,5  cm;

I

t)

r5  cm
ou --_-;

2
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Eremples d'après des probrèmes cl'examen d,entrée en sixième (extraits).

çrrht ::t"{:#:r:r':i 
rectanste est cte 18 m, ta larseur esf, Ie tiers d,e ra tonsueur.

On prend le t iers de rg m, ou on mult ipl ie rg m n", j  ,

, 8 m x | ,  o , - ,  
t l q ,  

o u r g m : 3 ,  o u 6 m .

un cult iualeur a rëcolté 17 s de pomm.es cle terre, t I  ueut en conser.ner Ie cinquièmeet uendre Ie reste. euer poicls coiser-uera-t-tt "{-q;;;i p'";;s"'pîurra-t-tt uenrlre ? 
-

La quantité à conserver est obtenue (( en pnena,nt Ie cinqui.ème r de la récolte, ou en

i 
*. l t ipl iant le poids de cette récolte par |  :

: "

i  ' r q " * .  o u  + L  o u r i q : s : 3 , 4 q
.  

Le poids à vendre est la cl i f férence :

r j  -  3 , 4 :  1 3 , 6  e .

on a creusé utte rosse de 2r0 m3,. Ia terrc remuée augmente du str ième de sonuo lume.  eue l  es t  le  uo iume de te r i .e 'ob tenu2 
-  ' - - -  - * t

o 'ca lcu lc  d 'abord  l 'augmcnta t io 'de  vorume,  qu i  es l  re  s ix ième de z4o ma :

:4o m3 x 
à, o., !49 -r 

, :4o mB : 6 : 4o mB.

tatr."a"',"-t dc la terre est obtenu en aclclitionnant cette augmentation au volume de la

z|o * Lo : :go mB.

on rcmarquelq gue clans les deux rlet'niers exemples, on a non seulement calculé leproduit de la multipi-icalion de la grancleur par .ne i.aciio' rnais on s,est ensuite servide ce produft qr_r.ri faire une sà.,iiiaction ;; ;; ;ïài;i;; er réponclre à une autrequestion du problème.

, 22 C PROBLÈME INVERSE DU PARTAGE
l
' En divisant ainsi une grandeur en part^ies égales, ou en djujsant la mesure de

::t["*i""o.ur 
par re déno-minateur, on'u i"i1 rerf*uiiân inrrrre a,""e-*.rrtipri-

z fois la moitié : la quantité partagée
3 fois le tiers : 

- 
id. 

'

6 fois le sixième : id.

ces considérations.permettenl de traiter le problème inuerse du partage. c,est-à-d i re r rouver_ra quanr i té  parragée quand "n é;n; ; i ; l ;  mesure de ra parr .  er ,  lenonrbre de par ls  :

mesure de la part x nombre de parts : quantité partagée.
Ezemples (d'après des problèmes d,examen d,entrée en sixième; extraits).
on pèse un uase rempli t l 'eau et on-Irouue 0,720 kg. on,en uide un tiers et i l  nepèse ptus que 0,500 ks. eiet était re pàidi à\r;;"r:;; i";T,.a"oir te uase preinz
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, ,  L 'énoncé n ' ind ique l ras  comment  on  s 'aperço i t  qu 'on  a  l i r ré  un  t ie rs  du  vo lume deI  eau '  un  pe l l l  suDDoser  gue le .vase es t  une éprouvet te  c " r l indr ique don l .  a  repéré  le  t ie rsde la  haut 'eur .  à  pdr t i r  du  hau l .  
'  - i

Quoi qu'il en soit le poids du tiers de |eau est égar à la différence :
o , 1 2 o  -  o , 5 o o :  o , s : o  k E .

Le poids de I'eau est trois fois son tiers :
o , : r o  k g x S :  o , 6 6 o  k g .

La longueur d'un lerrain est représentée, sur Ie prun cad,astral, ù l,échelle a, -l-
2 500par un segment de droite de 6.4 mm. Quelle est la longueur du terrairt?

On peut calculer en m; Ie z booo de la Iongueur est o,o6( m :

longueurr;+r, ou lon+gur, 
est égal à o,o64 m.

La longueur est r 5oo fois o,o6d m, ou o,o6d mxz boo: 16o m.

On a convenu de dire.que prendre une fraction est une multiplication; on estamené à dire que le problème inverse est une d,iuision :

multiplier pu. 
aeù*r,urr*, 

c'est diviser par le dénominateur;

d,iuiser par :--J-. c'e
dénominateur, 

_ .st multiplier par le dénominateur.

23 o PRENDRE UNE FRACTION D,UNE GRANDEUR

on uti l ise des f.actions dont le numérateur n,est pas égal à r (voir le vocabu-
loire, lYote annexe. - 3Z).

- Je dois payer, en 
-ql T, une dette par payements mensuels égaux, c,est-à_dire pardouzièmes. Après 5 mois :

J ,a i  payé  :  . . . . . .  5  douz ièm. . .  o r ,  _ !  :

i l  r e s t e à p a y e r  :  . . . . . . . .  7  c l o u z i è m e s  " "  
J .

Prend,re laJraction 
rl 

,""-2, 4,orr. première grandeur, c,est partager cette

g:":j.::_:,1^trJ.T.i.r égales er.former une d-euxième grandeur avec b, ou avec 7oe ces partres. un dit encore..qu'on multiplie la premièie grandeur par la fracl.ioÉ
et que le pr.oduit est la deuxième grandeur :

J 'a i  payé der te x  - l ;

il reste à paycr. o.u" . !1.

Pour,calculer le produit.de _c.ette multiprication par une lraction, on tl ir ise lamesure de-ra grandcur par  le  dônominateur  de Ia i ract ion, 'pu is  on mul t ip l ie  Iequotient obtena par le iumë.ratear. c'est un calcul âe.asi. ' i" iroi, ,
dette x 5 ou q'Ï;L

E,xemple (d'après un problème d'examen d'entrée en sixième).
une ménaoère a nayé.une_robe 5 600 F, puis eIIe a acheté un tabl ier d,onf, Ie priaest les p septiè:mes de'ceiui ae n râai. a;rf ;rii;p;iï irir"iàanir'z'"'
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On calcule le septième du prix de la robe en divisant 5 6oo F par 7; puis on multi-
plie ce septième par 2 :

5 6 o o F- x 2
,1

^ 2o u  c o o o . r x . _,1
5  6oo l "Xr

Ou -__ __j_:: r 6oo F.
7

;
t .

t

t

Eremple (usuel). La lartne donne les 6 cinquièmes de son poids de pain. Quel poids
de pain obtiendra un boulanger auec 80 kg de larine ?

On multiplie 8o kg par |;
^  i  6  B o k o x n8 o  k g x  

Ë , o u  
= r = ' "  : 9 6  k g .

Dans le premier exemple, le prix du tablier est inférieur au prix de la robe.
Dans le deuxième, le poids du pain est supérieur au poids de la farine (en raison
de l 'eau ajoutée).

Une lraction est plus petite oa plus grande que :I , suiuant que, dans la multi-
plication par cette fraction, la grandeur produit est plus petite ou plus grande qae
la grandeur multipliée (elles sont de même espèce) :

3 est  p lus pet i t  que r ,
7 - f 

est plus grand que r.

Ces exemples rendent intuitive la règle qui résulte de cette délinition.

Unelraction est plus petite ou plus granile que 7, suiuant qtle son numérateur
est plus petit oa plus grand qu.e son dénominateur (dans la grandeur produit i l  y
a moins de parties ou plus de parties que dans la grandeur multipliée).

24 e FRACTION RENVERSÉE

Renuerser une traction, c'est permuter ses termes, c'est-à-dire prendre pour
numérateur et dénominateur d'une nouvelle fraction le dénominateur et le numé-
rateur de la fraction considérée :

On retrouve la première fraction en renversant la deuxième. C'est pourquoi
on dit, parfois que : les deun lractions sont inuerses I 'une de I 'autre.

L'utilité de la fraction renversée, ou des fractions inverses, est la règle sui-
Yânte :

lorsqu'on passe d,'une première grandeur à une deuæième (de même espèce)
en la maltipltant par une fraction, on retroaue la prernière en multipliant la
d,eurième par Ia lraction ranuersée.

On peut illustrer et justilier (partiellement) cette règle par un exemple usuel
emprunté aux lnstructfons (IV, ro).

Le bIé contient les quatre cinquièmes de,son poids de farine. C'est dire que

le poids de farine est obtenu en prenant les 
f, 

du poids du blé. Avec la conven-

tion de la multiplication :

poid,s ile larine : poids de bIé x !-.
5

Il est équivalent de dire que :
poar 5 parties de bIé, iI y a h parties de farine;

ou encore que le cinquième du poids du blé est égal au quart du poids de farine :

poids de larine x I : poids de bté x ).' h 5

4 . ,  l ;  1 e t l .
5 ô J 2

l
6
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Pour remonter de la farine au blé, i l  faut partager le poids de farine en quatre et
prendre cinq des parties obtenues :

poids de bIé : poids de larine x l.
4

Les fract ions É., 9 sont inverses: chacune est obtenae en renl)ersdnt l ,autre.O t r

Retrouver un mult ipl icande.quand^on connaît le produit,  c 'est faire I 'opération
inverse d'une mult ipl icat ion, c'est-à-dire une divisioï.  Avec cette conveniion, la
règle de recherche du mult ipl icande peut être énoncée de façon plus condensée :

Pour diuiser une q,randear par une fract ion, on peut mult ipl ier cette grani lear
par Ia lraction renueriée.

Eremple (d'après un problème d'examen d'entrée en sixième).

. Dans une cuue paral lél_épipédiqye, lahauteur du uin es! de 1,b0 m et le niueau supé-
rieur est aux 2 t iers de la hauteur totale. Quelle est cette hauteur totale ?

L'énoncé indique qu'en mult ipl iant la hauteur totale par 
f  

on obtient r,bo m :

hauteur totale x 
Ë: 

t ,Uo *.

On obtient la hauteur totale en d.iuisant pot 
I 

donc en multipliant po. I ,

h a u t e u r t < . -  -  3  I , i o m x 3) t a r e  =  r , b o  m  x ;  o r l  - '  
2  

-  :  z , z 5  m .

^ La rè,gle comprend comme cas particulier celle qui a déjà été donnée pour une
fraction de numérateur égal à r :

pour diviser pur 
#;, on peut mult ipl ier par 3loo ou zboo.

25 o ÉGnTITÉ DES FRACTIoNS

On se conformera à I'esprit du Proqram;me et des Instractions en se bornant
à donner les règles suivantes- et en les i i lustrant et les justi l iant partiellernent par
des exemples simples.

,On peut  mul t ip l ier  les deuæ termes d 'une Jract ion pat 'un même nombre
entier ou, inuersement, diuiser ses denx termes par an diuiiear (commun); la nou-
uelle lraction est ëgale à I 'ancienne (voir la bondition générale d'égalité, note
annexe (o).

On peut rentplacer dean (ou plusieurs) lractions par des lractions égales qui
ont des dénominateurs égaun (ou un même dénorninateur); pour cela on peut mul-
tiplier les deux termes de chacune des flactions par le dénorninateur dl l 'autre.

_ On peut commenter et justif ier (partiellementl la premièr.e règlc pâr un exem-
ple usuel (emprunté aux lnstruclfons) qui est. au surplus une liaison entre fractions
et pourcentages.

Le bIé donne les 80 centièmes de son poids de farine (on clit aussi 8o pour cent ou
8o o/o), il est équivalent de dire que :

100 par[ies de bIé donnent 80 parties de larine.

Mais roo et 8o sont toïrtffiiiil:,ïll.' u'ri':ti;;';î.11]:::"'commun) :
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Le cinquième du poids de blé et le quart du poids de farine sont égaux, puisque tous
deur sont composés dcs mêmes zo part ics.

p o i r l s  C c  n f A x  
i :  

p o i r l s  t l c  f a r i n e x f  .

Pour obtenir le poids de farine, en partant du poids de blé, on peut donc indifférem-

ment le multiplier pu. 
* 

or l :

8o I'
po i i l s  dc  b léx  - -  :  po ids  de  b léx  

i .
Les Jractions :

! "L 4!3o : 8o
c  D x 2 0  r o o

sont égales, en ce sens que la multiplication d'une même grandeur (poids de blé)
par chacune donne des produits égaux (poids de farine).

La deuxième règle est une conséquence de Ia précédente. On peut se borner
à en faire d'abord de simples exercices d'applications de calcul, du type de :

É " *
sont égales à

z x 1  r o- :  -
3 x 5  1 5

4 x 3  1 2

D  X  J  I C
et

On peut illustrer cette transformation par le tracé de z rectangles égaux dont on
construit les ro quinzièmes dc I 'un et les rz quinzièmes de I 'autre, et dont on véril ie
qu'i l  était équivalent de prendre les z tiers et les 4 cinquièmes.

On peut encore faire réduire au dénominateur 6o des fractions de dénornina-
teu rs  :  z  ou  3  ou  4ou  5  ou  6  ou  ro . . .

26 o COMPARAISON, ADDITION ET SOUSTRACTION DE FRACTIONS

On peut se borner à énoncer la règle suivante de comparaison ou d'opérations
de frac[ions réduites préalablement au même dénominateur :

On compare, ou on additionne ou on soustrait des (nombres de)
demis . . . ,  t i e r s . . . ,  s i n i èmes . . . ,

con'Ln7e on compat'e ou additionne ou soustrait des unités (voir les énoncés géné-
raux,  Note annexe.  -  .4r) .

Enemple (usuel) de comparaison. Pour une espèce de bel,teraues, 5 000 ltg ont rlonné
625 kg de sucre; pour une autre espèce, 350 I;g ont donné 50 kg de suct'e. Quelle est
l 'espèce e1ut, pour un même poids de betteraues, donne le plus de sucre (ou a Ie meil leur
rendement) ?

Les poids de sucre sont clonnés par les fractions (des poids de betteravcs) :
615 .ro

c ooo 35" 
'
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Pour chacune d'el les le dénominateur est un mult iple du numérateur; on obtient desfractions ésales en divisant, clans chacunô à;.r lu", Ëà*,. Ë;;; ; ;  le numérateur :
6 : 5 : 6 2 5  r  5 o : b o  r

l . .o : orr-: T lr;=-, r.  :  
î '

La s'to, ' !e rract ian est pru-s grancle, car en divisant par_7 un poicls de betteraves, onrbti t .nt un poids plus grànrl qïe te quoi ie"iaî -O_" ooicls nar R
_^! ' ] , i f" : ,  

récluire ces deui fract ions u" mc-à âa"' ; i ; i l ." ; 'qui sera le procluit  :

;iii,i:iitfi?;,ITiu.,11""o""tî.u};:i#;u-.' : ra :u espèce contient en prus de ra pre-

r  r x ?  I  I  r x g  g
- :  

' :  - l - .8  8 * t - à 6 ,  T : l * s :  s o .

8  7  B - 7  r
rtr 5tt 56 56 

'

Pour l 'addition et.ra soustraction, les /nstructions signalent qu,i l est peut_êtreplus avantaseux d'urilise. a.s "oÀt.;r;;i;;;;ô;rËilii"r,'qïi constituent unsuppor ' r .  con( . rer ,  au nro ins pour. remplacer  les ia l . i l ts  p; ; ; i ; 'b i " . " ;ur  les f ract ions.Elles traitent un exemple; oï acldit ioinuàt on soustrait d,abo.d des nombres pro_po.tionnels a'x quanr,irés données, ;; ; deduii-la 
-ir;";i"";;"i^"qïiîrlie tii.

J::ii',], X'l;j::;:jativement 
a t"'q"""iiio utlisabù ?;î;à; dî"sossée'.t a;s.;ù:

,:,::iryii?e,#lî:*dË; i1",,",",îî,,1;ïîî:1,î;;J;:",ïiii),"#"),; y,;,,,,,,::i:&i,"u
3 lo is  ce lu i  du  por te -p lume.er  s 'c ravo 'ns  uaren l  au ton t  q ,u 'u ,n  po t ' re . -p lume.  L 'é Ièue a  payécn rour  374 F .  Quers  sonr  res  p r i t  à 'un  c raron ,  au  por te -p tume er .  du  compua?

,  iour  s imp l i f ie r  l ' éc r i lu re ,  numéro tons  ces."r"i à" iàïi5-iiîi"à; î1 p.ii, .ur.,i a,,-;;fi;J'i:."iii1*t'i.,"',t}â,3,'i,lLît"uï,r',J"p"î,î;
en examinant les rer et ge-prix au moyen au'zJ murt ipriâ;; . ;" ; ' i l ; ; t ion convenable :

3 e  p r i x : : e  p r i x x 3 ;  r e r  p r i x : : u  p r i x x  * .
Les prix des 3 quanti tés achetées sont :

z e  p r i x x B ;

Iléduisons les fractions '^ 3
( J :  - e t

é g a l à 3 :

zo prix x r ; z" pix x.f ,

r = 
f I au même dénominateur qu,on peut prendre

3 x 3  9  r x 3  3
T ï F = 5 ;  , r a : " '

, .  o$f.ot, to""ons 
les t iers, la valeur de I 'achat était  égale à : 9+3+b: r7 t iers du

zô prix* 'J.=rtO a.

On obtient le ru prix en divisant 874 F par r7
ô

3 3,-û x.3o ; + r x _ _ =  - '  - - 6 6 F :
1 7  r È

les rcr et 36 prix sont :

66  Fx3  =  rg8  F ;  06  Fx_ i  :  r r  F

Pour traiter l'exemple en utilisant a", .ro-rrr." entiers proportionners, on peut
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remarquer que les indications de l'énoncé ne comportent qu'une division par 3. On peut
supposer :

pour le ze prix : 3 parties (ou 3 F).

Les prix des 3 quantités achetées sont alors :

5 crayons t et 
f :  

l ,  porte-plume : 3, compas : 3x3 = 9i

donc  pour  I 'achat  comple t  :  5+3+g :  r?  par t ies .

Les fractions du prix total sont donc :

, " . . - L  , u : 3  3 u : 9

et ces prix sont : 
r'7 r'l r'1

371+ F x!- = ,93 P.

En réalité, l 'énoncé donné à l 'examen indiquait l 'achat de 3 crayons (au l ieu
de 5). Les fractions à additionner n'étaient par suite que des multiplicateurs
entiers ;

l 3
3 r 4  F x  

-  -  2 2  [ ' ;  3 ; 4  F x  
" - :  

6 6  F :

La solution pouvait être exposée sans faire intervenir des fractions. L'énoncé n'en
restait pas moins assez artif iciel.

VI. tES POURCENTAGES

27 O FRACTIONS DÉCIMALES

Une fraction est décimale (r) si elle a comme dénominateur une puissance
de ro; elie peut être écrite sous la forme habituelle d'une fraction, ou sous la
forme d'un nombre décimal :

z"  pr ix  x  3;  z"  pr ix ;

-&- oo o,8;

8o lt_- : . '..
roo l l

zu prix " 
i- 

: uu prix.

tz5
-  O l l  I , 2 C .

roo

Ce nombre décimal est, bien entendu, abstrait, c'est-à-dire est indépendant
des unités choisies. I l ne représente pas une grandeur, mais un < multiplicateur r,
ou un opérateur, qui transfonne une grandeur (quelle que soit l'unité qui sert à
la mesurer) en une grandeur de même espèce.

Il y a bien équivalence entre la fraction et le nombre : pour multiplier par 8o
un nombre (ou une grandeur) préalablement divisé par roo (ou partagé en roo par-
ties égales), on peut multiplier directement ce nombre (ou la mesure de cette gran-
deur) par o,8o. La forme fractionnaire présente peut-être I 'avantage d'une simpli-
f ication, éventuellement possible :

rz5 5
roo 4

(Sous la seconde forme, il est peut-être plus visible que les deux nombres abstraits
sont inverscs l 'un de I 'autre; leur produit est égal à r. Mais on peut se demander

(r) On remarquera que ce terme n'esl pas employé, ni rlans les programmes ofliciels (courr
moyen, cours supérieur, classe de fin d'études) ni dans les lnstructions. On peut d'ailleurs se
demander si une fraction, égale à une fraction décimale, par excmple ( cinquièmes, est encore
une < fraction décimale ,, ou seulement une < expression r d'un nombre décima].
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s i l n est pas plus simple de multiplier ou de diviser par o,8 plutôt que de prendre
les i cinquièrnes ou les 5 quarts; voir les Instructions, IV, S.)

Il r a des fractions qui ne sont pas égales à une fraction décimale (ou n'ont
pas ,rnè valeur décimale-exacte). Orr sait que ce sont celles qui, réduites à leur
plus siniple expression, ont un dénominateur qui contient d'autres facteurs pre-
miers quc z et 5. Le programme suggère de l imiter, dans les exercices et prcblè-
rrres. l 'usage de ces fractions aux tiers et aux soixantièmes, donc aussi aux flac-
tions de dénominateur dir, iseur de 6o.

28 o EXEMPLE DE ( POUR CËNT )

Une fraction décimale est souvent uti l isée sous le nom et la forme de pour
cent, c'est-à-dire d'un quotient par roo, d'un nombre qui peut être décimal (de
sorte qu'cn toute rigueur ce quotient n'est pas une fraction; c'est toujours, bien
entendu, un rnultiplicateur abstrait). C'est une notation fréquente et habituelle;
mais i l ne faut y voir qu'une notation, qui serait, tout aussi correctement et tout
aussi clairement, remplacée par un nomblc décimal (notamment si le taux est lui-
même un nombre décimal) :

3,35 % peut être 6".i1 
XJ'5 

ou o,o335.
ro ooo

On peut appeler taun le nombre (entier ou décimal) de centièmes (ici 3,35). -
L'habitude des pour cent est rnaintenant très familière; i ls sont employés

dans un erand nombre de circonstances :
retenue ou majoration sur un traitement ou un salaire; remise, rabais ou

risiournc sur un prix de vente; bénélice ou perte sur un prir de revient; frais ort
charges sur un prix d'achat ou de location; subvention sur une dépense exception-
nellel commissiôn ou honoraires sur un chiffre d'affaires; baisse ou hartsse sur des
prix de vente; impôt sur un revcnu; intérêt rapporté par un capital placé, ou dri
sur  une det te;  escompte. . .

proportions dans un mélange ou dans une transformation ohrsique _ou chinri-
que I eau salée, confitures, recette de cuisine, t itres d'un cngrais, _sucre fourni par
des betteraves, pulpe de fruits, crème ou beurre fabriqué avec du lait, farine et
pain obtenu avec du blé, vin d'une vendange, perte ou déchet dans un stock, os
èt Eraisse dans une viande, métal extrait d'un minerai...- 

On emploie encore couramrnent des fractions oLrtenues en simpli l iant les frac-
t ions décimales ( r ) .  C 'est  a ins i  sue :

z /o est r cinquantième;
5 o/"  est  r  v ingt ième:

r5 /" est 3 vingtièmes;
z5 /6 est, un quart;

r tiers est environ 33 o/";

l+ % est r vingt-cinquième;
ro "/o est un dixième;
zo "/o est r cinquième;
5o o/" est r demi;

z tiers est environ 66 o/o.

Le Programme place l 'étude des pourcentages avant celle des fractions. En fait,
leul calcul en est plus simple, puisque l 'écriture des rt pour cent D est déterminée
alors qu'un nombre fractionnaire a diverses formes possibles et qu'i l  faut_même
user dè cette diversité pour additionner et soustraire des fractions (en les réduisant
au même dénominateur).

On se bornera ici à donner quelques indications sommaires sur l 'usage des
( pour cent r et la technique de lèur ôalcul; les justi l ications peuvent résulter de
l'élude préalable des fractiôns (dont les ( pour cent )) sont des cas par:ticuliers), ou
être établies directement. Les lnstruclions se bornent à préciser que les tt pour cent rr
sont des multiplicateurs abstraits (comme les fractions) et à recornmander I 'usage
de leur Jorme déctmale.

( r )  On sai t  qu 'au XVII€ s iècle,  on représcntai t  I ' in térêt  par une f ract ion Cc nurnérateur égal
à r  :  le  denier i ingt  éta i t  r  F dt intérôt-pour :o F de capi fa l ,  c 'est-à-di re r  v ingt ième.ou 5-  /o.
J 'a i  encore re levf  f l ins des problèmes à l 'èramc.n d 'entrée en s ix ième les l ract ions :  r  c inquième;
t l r o i  t l l ;  t l z o ;  t 1 3  e t  m è m e  7 / r 3 .
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29 o | /ULTIPLIER UNE GRANDEUR PAR UN (  POUR CENT )

(Voir Fraclions, V, 20.) - Les expressions suivantes sont équivalentes :
Sur son traitement brut, un fonctionnaire subit une retenue de 6 % (pour la

constitution de sa retraite);

le rapport de la retenue au traitement brut ss1 fls -i- ;

sur chaque centaine de F de trâitement brut, on retient 6 F. En conséquence,
la retenue est calculée par la règle de trois :

traitement brut x 6
roo

Les trois modes de caicul (IV, r5) (r) sont :
on multiplie le traitement brut par 6 et, dans le produit obtenu, on déplace

la virgule de deux r'ângs vers la gauche;
on multiplie 6 F par le traitetnent blui, exprimé en centaines de F;
on multiplie le traitement blut par o,o6 (valeur décimale du %).

30 o DIVISER PAR UN (  POUR CENT )

(Voir Fractions, Y, zft.). - C'est l 'opération inverse de la multiplication pré-
cédente : on connaît un pour cent et le produit de la multiplication d'une gran-
deur par ce pour cent; on veut calculer la grandeur :

On ueut obtenir un rer)enu. annuel de 30 000 F en plaçant an capital à lt %
d'intérê,t annuel. Quel capital faut-i l placerT

Le produit (de la multiplication) du capital par o,o{ doit être égal à 3o ooo F;
le capital est le quotient de la division de 3o ooo F par o,o{ :

3o ooo F : o,o4 : 75o ooo F.
Vérification :

4 F x7 5oo centa ines de F :  3o ooo F.

On aurai t  pu aussi  d iv iser  par  4 
,  don.  mul l ip l ier  nar  - ' f9- ,  c 'est  un calcul' r o o h

d'une règle de trois (qui peut être simplif iée) :
3o ooo x roo : 3o ooo x z5 : 75o ooo.

(Ceci revient à remplacer 4 % par r vingt-cinquième; on pourra aussi comparer
avec la règle bien connue de calcul mental de multiplication par 25.)

3 I  O  DÉTERMINATION D 'UN (  POUR CENT )

Quand on connaît des nombres (entiers) ploportionnels, donc la fraction qui
les a pour termes, on oblient le tr pour cent )) en calculant la valeur décimale de la
fraction, c'est-à-dile en divisant les nombres propor.tionnels. Le taux du tr pour
cent r est le nombre (entier ou fractionnaire) de centièmes de cette vaieur déci-
rnale.

Sur une récolte de 9 q de pommes de terre, on a trouué 34,2 hg de pommes de
terre gâtées. QueI est Ie pourcentage du déchet?

( r )  Lo maître est imera sans doute que I 'une de ces techniques su{I i t ;  la  dernière est  sans
doute la pius commode.
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. 01 exprime les deux poids avec la même unité, par exemple des kg; on divise
le poids du déchet par le poids de la récolte :

34,2 kg :  goo kg:  o,o38;  ou 3,8 " / " .

Ou aurait le même résultat en divisant o,31rr q par g q. On verra aisément com-
ment on peut uti l iser-cette,règle dals la solution de problèmes plus complexes,
soit qu'i ls nécessitent des calculs préalables, soit qu'i l  fail le uti l iser le rr poufcentl
pour répondre à une question complémentaire.

32 o ADDITION ET SOUSTRACTION DE ( POUR CENT >

(\ '-oir Fractdons, V, 26.) - Le sens et l 'uti l i té de I 'addition et de la soustraction
d.e tr porrr cent > rés_ulte encore de la propriété de distributiuité de la multiplica-
tion, relativement à l 'addition dans le multiplicateur (qui est cette fois un ( pour
cent r, ou le résultat d'une opération sur les pour cent). on pcut résumer coùme
suit à la fois la technique et I 'emploi de ces opérations.

Pour additionner ou s6rr,qtrslrs des < pour cent )), on fait cette opération Sur
les taux; i l  est équivalent de la faire sur les valeurs décimales :

6 % + 2,5 o/o :  8 ,5 %; ou o,o6 *  o,oz5 :  0 ,065.
II est équiualent de multipler une grandeur par une somme (ou une différence)

de u-pour cent.t, ou de multiplier cette grandeur par chacun des < poar cent > et
d'additionner (ou de soustraire) Ies résaltats.

Enemples : un traitement brut subit une retenue de 6 "/o, ou 0,06; le traite-
ment net est obtenu en multipliant le brat par :

r  - o , o 6  : o , 9 4  o u  r o o % - 6 % : s h % .
I)ans ane épicerie, le prir de reoient d'un tonneau de uin a été de 9600 F.

On ueut laire un béné'fice de un qaart. Que deura être le prir d,e uente total?
r quart est égal à r :4 : o,25, ort z5 "/o.

Le pourcentqge _du prix de vente désiré est : r *o,zb : r,25, ou rzb "/6. On multi-
plie le prix d'achat p_ar r,z5 : g 6oo F x r,z5 : 12 ooo F. On auiait pu, aussi
bien, multiplier par 5 quarts.

Bien entendu, le problèmg peut être complété par la recherche du prix de
vente du l itre, ou de la bouteil le de o,75 l, en-tenant compte du volume âu ton-
neau et du déchet.

De nombreux ouvrages-âppliquent ces considérations et ces calculs à des pro-
blèmes d'intérêt, de taux d'un placement, de rentes, d'obligations, d'escorn-pte.
Cependant le programme indique seulement rr application du lourcentage à l ' inté-
rêt simple r. Par contre, le programme de la clalse de fin d'ètudes coùporte des
applications plus nombreuses, empruntées toutefois à la vie familiale, au com-
merce, aux activités agricoles et industrielles.

VII .  TEMPS ET DURÉËS

33 o f , {E5gRE D'UNE DURÉE

Le terme de r nombres complenes )) n'est ni dans le programme, ni dans res
Instructions, sans doute pour.marq_uer qu'i l  n'y a pâs l ieu d"attacher trop d'im-
portance à cette notion eqi n'est plus uiilisée {ue rians les mesures de dùées. Il
est seulement précisé qu'il faut étudier l'additibn et la soustraction des mesures
de temps, en heures, minutes et secondes : on peut y ajouter, semble-t-i l , quelques
problèmes de durées, en jours et heures.
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On a déjà indiqué (Cours élémentaire, IV, rz) qu'on mesure un temps' ou
plus exactemànt une durée, par la différence de deux époques, lues su-r une horloge
ien heures, minutes et secondes), ou sur un chronomètre. La première opération
à étudier serait donc la soustraction. Sans insister sur cette considération, on peut
admettre qu'on sait évaluer ou prévoir (indicateurs de moyens de communication;
calcul aveô une vitesse probable) des durées; elles sont données par une soûtn1e,
qui est appelée un nombre complexe, de deux ou trois nombres, indiquant des
unités différentes :

nombre d'heures+nombre de minutes+nombre de secondes;

Ces relations permettent de supposer que, dans I 'expression d'une durée, les nom-
bres de seconàes et de minutôÀ inaiqïes sont, tous deux, inférieurs à 6o (sinon
o1 fait un report (comme il est dit ci-dessus) des soixantaines en trop, en unités
d'ordre supérieur).

En phis de ces premiers nombres (complexes), on peut considérer accessoire-
ment :

nombre de jours+nombre d 'h+nombre de mn.

Il faut prendre soin de faire utiliser les abréviations légales (circulaire du
13 aof i t  rg52-) ,  h ;  mn;  s ;  les s ignes 'et  " ,  encore conservés pour les angles,  ne
doivent pas être employés pour les durées.

On 
-pourrait 

raftacher-le calcul des nombres complexes-à celui des nombres
fractionnaires, à condition d'uti l iser aussi ces nombres pour désigner des mesures.
Ce serait contraire à I'esprit et à la lettre du programlne. Au surplus, l-q technique
ne s'en trouverait pas simplifiée, ni dans sa pratique, ni dans son application.

34 o NOMBRE COMPLEXE ET NOMBRE ENTIER

On passe d'un nombre (ou d'une mesure) décimal à un nom_bre entielpar un
changerient d'unité et un déplacemen-t de la virgule (ci-dessus, III, rr). C'est un
probième analogue, mais moins simple, qui se pose pour un nombre co_mplexe.
ôn change enco.-re d'unité, mais le calcul du nombre avec la nouvelle (o!r les no-u-
velles) uiité comporte des multiplications et des d,ivisions-par 6o (et éventuelle-
ment par 3 6oo). Toutefois le nombre de cas possibles est plus restreint.

Durée en heures et minutes

On peut passer des deux unités à une seule qui est la min_ute. Il suffit d'additionner
ar, .rorrr^bre de minutes, le produit (de la multiplication) de 6o mn par le nombre
d 'heures  t  

, rh  e t  zb  mn:6o 61  x ( * r5  mn: :65  mn.

(Dans le nombre complexe, on met indifferemment et, ou*., ou aucu^n signe)'' 
Inversement, une-durée étant exprimée en mn, on la divise par 6o mn; le quotient

est le nombre de h et le reste le nombie de mn, du nombre complexe (avec deux unités) :

û3: minutes I f3; *tf =:;'"'1iffi 
(inrérieur à 6o);

(On a ainsi une illustration et une application intéressantes de la division des nombres
entiers, avec un reste éventuel.)

Durée en heures, tninutes et secondes

on passe de trois unités h, rnn, s à deux, mn et s; comme il vicnt d'être dit, sans
changer le nombre de secondes.- ' 

Pïur passer à trois unités, il suflit d'ajouter au nombre de secondes le prod.uit de
6o s par lë nombre de mn, déjà obt_enu. Ori peut faire le calcul, sans intermédiaire, en
mult ipl iant 3 6oo s par le'nombre de h; 6o s par le nombre de mn, et en ajoutant ces
deux nombres et celui des secondes :

r m n : 6 o s ; r h : 6 o m n : 3 6 o o s .

3 6 o o s x 3 : r o 8 o o
6 o  s x 4 5 :  2  ? o ( )

r 5I
3 h 4 5 m n r b s

1 3  5 r b  s .
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Lc problème inverse : exprimer en h, mn et s, une durée-cxprimée en sccondes peut

se faire^ avcc deux divisions successiles par 6o : on extrait le nombre de minutes, en

divisant par 6o, on obtient la durée exprimée avec deux unités mn et s :

r 3  3 r 5  : 6 o : : : 5 .  r e s t e  1 5 :  1 3  3 r 5 : : 2 5  m n  r 5  s .

On cxprime ensuite z:5 mn en heures et mit lutes :
z z i  ' . 6 o : 3 ,  r e s t e  4 5 ;  : : 5  m n : 3  h  4 5  m n .

on pourait  tout aussi bien diviser par 3 6oo,_puis lereste_par 6o; le premier quo-

t ient donne les heures, le seconc donne les mn et le restc f inal donne lcs s.
on calcule de même le passage d'un temps, en jours et heules, à un temps cû h;

et inverserncnt. On mult ipl ie ou on divisc par- z{.

35 e ADDITION ET SCUSTRA.CTICi ' . i  DË NOMBRES COMPLEXES

On peut aclcli l ionner. et soustraire des durées, exprirnées avec deux ou trois
unitis, d^irecieiuent, sans les transformer en des nombres entiers avec une seule
unité. On s'inspile dc ce qui a été iaii pour les nontbres écrits dans le- système
décirnal, cfu'on peut consii lérer conlme écrits avec autant d'rinités (multipies_ et
sous-rnuitiples dècimaux) qu'i l  ..* a dc chiffres. Le mécanisme de la retenue sc fait
à'uue fuçotr analcgue at.c ,les sôixantaines, au l icu de dizaines. Les ouvrages indi-
quent orclinailemànt dcs dispositions ingénicuses poul i l lustrer ce mécanisme.

- l:i:'J.- -
A O M E R E S  A

A Û O I T I O N N ! A

- -it{=
t h
t h

' lmn  
q

\ -  4 7 m n

\  3 3 m n
\  4 3 s

\  5 1 s

l e l s  i o i a u x 3 h 1 qtq 9 4 s

P E 5U LTÂ' f  S J N @  z t ' n @  s + s

Il y a peut-être quelque intérêt à rcmarquer que cette technique des opérations sur
des nombrôs avec a unitéi était  employée poui les ôpérations sur les monnaies anciennes.
Par excmple, pour la l ivre de to sols èt lc sol de r:-deniers, ie rapporte les conseils d'un
autcur d'ari thmétiquc ( i I  s 'agit  d'une addit ion dc 8 nombres) :-- 

,1 . . .  pour une'pluè graicle lctci l iLé à ceur rTui apprennent à, compter i I  laut seule.-
ment ,  de  79  en  12  den ie i ' s  pnse i  un  po i t t t  i t  cô ié  qu ' i 'merque un_s-o l , .au tan t  de  po in ts

seront autant de sols r1u' i l  laut retenir et aiouter ouc sols qui précèdent.. .  >

36 o MOUVEMENT UNIFORME

Le mouvement uniforme (Sur un chemin qui n'est pas nécessairement une
droite) est défini comme celui'd'un mobile (voi1ure, train, piéton, avion...), tel
que la distance qu'i l  parcourt entre deux instants (quelconques) est obtenue en
mul t in l . iant  un nômbrô anpelé u i fessc.  par  la  durée du parcours.  C'est  un excmple
de  p rôpo l t i onna l i t é .  dé jà - i i l é  dans  l ' é tude  de  l a  règ le  de  t ro i s  ( lV '  r ; ) .'La 

vitesse s'exprime donc en unités de longueir par unité de temps. -Elle est
calculée, s' i l  y a l ieu, en divisant une longueur de parcours par la durée de ce
parcours (choisie arbitrairement dans le trajet).
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Ell_c penr-iet de calculer un. parcours en la multipliant par la durée du par-
cours. Invelsement, la du_rée d'un parcours est obtenue en ïivisant sa longrieur
par la vitesse. I l convient d.e p-réciser.-exactement les unités emplovées, par exàmpie
[qr; h; khr pûr h. cc sont là desproblèmes pratiques et actueli, àont i i  est bon'de
Ia r l e  l r r r t e r  de  nombreux  exc rnp les .

Il faut aussi, non pas connaître, mais savoir retrouver aisément les relations
entre les unités usuelles (et toutes fréquemment emplo-vées) de vitesses :

km par h, ou km/h; krn par mn ou km/mn;
m par  mn,  ou m/nn;  rn pal  s  ou m/s.

(on aura soin d'uti l iser une barre, droir,c ou inclinée, qui indique une di.rision et
Do.r.r un, trait, ni un point. ni l'absence de tout signe qui indiqu^erait une multipli-
carron. J

on remarquera.eI on fera comprendle aux enfants que les mouvemenis prati-
ques ne sont pas unifor.rnes, mais à pcu près unifor.rnes (àrrêts des [rains, pasiages
des voitures dans les vil les; inégulaiités-de marche des piétons). On peuî calcu'ier
une uiies_se tnoyenne, pou-r un_trajet et des conditions piécisées; elle 

-peut 
servir à

prévo_ir des temps approchés de parcouls. I l semble qrie la représentâtion graphi-
que d'un mouvenrent par dcs droites plus ou rnoins inclinées, coupées de"paliers
narquant_ les arrêts,. permettraj[ d'éc]airer ces considérations. Ce serait ir lutôt,
semble-t-i l . du domaine de la Classe de {in d'études.

on peut cornpléter', bien entendu, un problème de durée par des recherches
d'heuies, d'arrivée ou de dép:ut, qui se calCuient comnre i i a éte dit par cles addi-
tions ou soustractions de nombres complexes. Pour cela, i i  est plus simple de cal-
culer d'abord la durée de trajet i ivec uirc seule unité, puis de ia transfôrmer, s' i l
y a l ieu, cn nomble complexe, pour I 'additionner ou 

-la 
soustlaire à l ' indication

de l 'époque. Il cxiste une méthode de calcul direct d'une durée avec deux ou trois
uniiés; elle _ngus apparaît nettement contre-indiquée.

Les problèmes de débit se traiient comme les problèmes de vitesse : le volume
est obtenu en multipliant la vitesse de débit par lâ durée.

-Les problèmes de débits sirnultanés (célèbres sous le nom de problèmes de robinets)
scmblen_t hols d9 programme. Pour les résoudrc i l esf commode d'uti l iser, au l ieu de lâ
vitesse_de débit (qui est.le quotient du volume rempli - ou vidé - par la durée), I ' in-
verse de 9c quotient qui est Ia durée nécessaire porrr rcmplir - ou n'i, ic. - t 'unité de
volume. D-es problèmes analogues peuvent ôtre posés pàur des machines travail lant
ensemble (broyeurs, écrémeuses, excavatrices...).

. D'autres problèmes de durée, indiqués pal ie prograrnrne, sont les placements
à  co r r r l  l e rn ra .  L ' i n l é r ' ê t  d ' un  p lace rneu i  .  pou r  unc  pé i i ode  éva luée  en  mo is .  ou  en
jouls, esl obtelu en rnultipliant l ' intérôf annuel par la tr fraction d'année r clu
placement, é-r,aluée.en divisant la durée prr i2 mbis, ou par 36o jours. On peut
t_raiter le problèrne_ in'r.erse par des dii'isions : connaissant l-'intérêt pour une durée
de placernent, en le divisant par la fraction d'année, on obtient lïntérêt annuel;
en divisant cet intérêt pal le rr pour cent u du placement, on obtient le capital.

VIII.  RÉPARÎITION fi 'TENSUETLE

Les di{f icultés rencontrées au Cours élémentaire dans l 'élaboration d'une répar-
tit ion mensuelle sont aggravées au cours moyen. La proportion. toujours i lus
forte d'élèves qui affrontent, f in mai, le concours d'entiée-en sixième,"oblige les
maîtres à terminer leur.programme de deuxième année le r5 mai au plus"tard.
En outre, certaines parties du programme : volumes, fractions, intérêt, mouye-
ment uniforrne semblent d'une étude difl ici le en première année.

Nous avons proposé une solution pour une classe, à deux divisions, de cours
moyen, avec des candi<iats au concours d'entrée en sixième. Les parties indiquées
pour_-la première année sont, en principe, revues pendant le^même moii en
cleuxiènre année, rnais accornpagnées de problèmes plus di{ficiles et de développe-
ments nouveaux.
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IX.  NOTE ANNEXE
Théorie sornlnqlre des frqcfions de grondeur

37 c VOCABULAIRE

une fraction est un.couple. de nornbres entiers séparés par une barre pracéesur la l igne d'écriture. Elle sô l it :

1 ,  n  demis ;  
{ ,  n t i e r s ;  

f ,  
,  n  uu " . t r ,  # ,  

^c inqu iè ines :  - j ,  n  d - i èn res .

,","ii.i'oïlilîi:Ji:,li,t:ï"."0î1.'1",iï#,:,âl:i:,il,ràîl:.în:r;1"$u%ff :,Ëine se fait pas e\tcternent. Ie qu'otient u..etJ-a""î";Ëff* É!i i"*r est une ualeurdécimale apprc,chée :

o,33 est la valeur approchée de défaut, au centième près.$ Par

38 o f '4g lT lPLlER UNE GRANDEUR pAR uNE FRACTTON

Prenclre la fraction 
$ 

a'"", grandeur A, c'est : partager A en cr parties égales
et former une grandcr-rr',B.avec n de ces partie_s; c'est une grandeur de même espèceque A. La pa'rie esr le d-ième de A, ra tioou.là;;;;r;;;,:;; ' ;"f;. le d-ièrne de A(ce qui justite le nom de la fraction).

Au lieu de rr p.endre la fraction { a" t" grancleur A ,, on conrient aussi de

$,19 Urr'on muttiplie la grand.eur l, f,o, Ia lractior, ce qu,on exprime avec leslgne x :

A x j L : 8 .

Si la grancleur A est l,unité de cette espèce de grandcurs, on clit gue :
R n p o u r  m r s u r e |  ̂  "  t la lractron 

I r ou encore : Ia mesure d'une grancleur B est Iu
fraction.,par laquelte i.I .faut multi! i l ier I 'unité pour obtenir ceLte Qrandeur B. ceci estcompatible avec ra notion habitueile de,rr"r".â àa.i*"ià"",;;; j ;-ri dit qu,'.e lon-gucur B a pour mes're r,3b m, o'.exprimtq;';. i ;;; i-;;".ù;tr" ts àr, pa.tagearrt,r 'elo'gucur de un mètre çn ro.o parties egater àl en po'tanr. bout à b,ut (sur urre demi-
*:-it:) 13:9c ces"parties. Ar'éc ra "rtî""i ià" précéde.te a" ru Â,,lt iplication d,unegrandeur par unc fraction

r  mè t rex  t o "  : .U .

Colcul de lo mesure

si la grandeur A a une mesure décimale o (nombre clécimal suivi d,un nom d,u' i té),pour obtenir la mesure b de ra grandeur n or.' peut di.uiser t. ,rÀrrù c par re clénomi-nateur d (ce qui donne ra mesuie rru r l- ièmà-dË Bj,; ;rr"; ; ; i ; i i# ' ."  quotient par lenumérateur n. C'est un calcul de règle d; tr ; i ;  qur peut, ètre écri t  :
Q ) < n

d  
- '
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o et b sont des mesures décimales avec la même unité; n et d sont Ces nombres enticrs,
indép-endants de cette unité. on peut changer d'unité pour désigner les mesures deé
grandeurs A et B; on déplace la vir.gule de la même façolr ians a e{ b.

Pour calculer b qui est le résultat d'une règle de trois on peut :

.  t_.-- Diviser a par d, puis mult ipl ier le qrroi icnt obtenu par n (c'est la traduction
immédiate de I 'opération sur les grandours).:

l a  "  a ) x  n .

z. - l \ ' Iul t ipl ier o par n et diviser le produit obtcnu par d :
( o x n )  : d .

3. - Diviser n par d et mult ipl icr a par le quotient olrtenu :
a x ( n  ' .  d )

c'est-à-dirc encore mrrl f  ipl ier a par Ia ualeur décitnale cle la lracLion (Cc troisième moCe
de calcul just i{ i_e part iel lement lc terme de mult ipi icat ion pâr la lract ion.)
_. . l l icn entendu, les résultats cle ccs trois calculs ne sont str iciernent égaux quc si lcs
division-s ont dcs quotien-t-s décimaux exact-s. La preuïc de leur égalité résulte aiors i'le la
carnmutatiuité et cle I 'os-cocicl iui té de la mult ipl icat ion r ' les nombres entiers en même
temp.s ( lue de la rIéf init ion de ia division comnre I 'opér'at ion inlersc de la rnuit ipl icat ion.
. En changeant, s ' i l  y a l icu, d'unité on peut supposer que a, b et les quoi ients
intcrmécliaires sont tous dcs nombres entiers. Le ler calcltl cst exprimé par les formules :

a : . ( L x a ' ' .  r : L ' x n : b .

On en déduit en mult ipl iant les deux meml..res dc la premièrc égal i té par le nombre
enticr n :

a x n  =  d x a ' x n  :  t l  x ( a '  x  n )  :  4 r  7 t .

b est égal au quotient dc axn par d, ce qui cst le pe calcul.
Dans le 3u calcul on divise d'abord i i  par d :

n :  d . x n '

en portant cette valeur dans la deuxième égalité du r"r calcul on obtient :
b  :  a '  x  d .x  n '  :  çâ*  c , , '  ;  *  n '  :  a  x  n '  ;

b est égal au produit de o par n' ,  ce qui est bien le 3o calcul.
Si les divisiorls ne se font pas exacternent, lcs nombrcs obtenus par lcs 3 calculs

sont_lqs approximations qui son[ aussi roisines que l 'on veut, en prcna-nt sufl isamment
de décimales.

Cosrstruct ion géométrique

Si la grandeur A est une longueur OA, sur une demi-droite Or, on peut cons-

truire eractement son produit par une fract ion {.  n"r o on mène oy dif férerrt
d,

de or, on^p-orte bout à bout des scgûrents égaux, on forme oD avec d de ces seg-
ments et oN avec n. on joint Dr\ et on mène par I.{ une parallèle à DA; elle rei-
contre or au .point B cherché. Pour s'en rendrè compte, i l  sufl it de mener par les
points de division de oy des parallèles à DA, elles àéterminent sur or dôs seg-
ments égaux (intersections de bandes égales). OA contient d de ces segrnents et OB
en  con l i en t  n .
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On peut utiliser une variante de cette construction en utilisant un papier lignéen parallèles équidistantes ou en bandes ésales.

Cos pcrticuliers

r. - Si une fraction a ses_termes égaux, n: d, la_grandeur B est égale à la gran_deur A, Ia mult ipt icat io.n 
19 change paJta grand*. i . .  1ûunr Ëi""gàô" de l 'algèbre ondit.que dans ce ôas la fract ion u. irrË ôpeiui"ur identi i lue.) f t" ; ià?Æ" seule ir  sembrequ'une telle fraction soit sans intérêt; elie intervient dans le cas d,adtlition ou de sous-

traction; ajouter son tiers à une grandeur c'est ajouter un tiers à trois tiers r|+f ).

z' - si une fraction a un dénominateur égal à r, la multiplication de A
se réduit à la réunion de n grandeurs égales à A, ou à la mull ip] icarion de lac par n. (c'est une just i l icariôn du termË n mutt ipl ier-p;; i ;  f ; ; i i i " ;- ; , .)

3. - si une fraction a un numérateur égar à r, la multiprication de À pu. 
+se réduit à la recherche du-d-ième de A, _ou à son partage en d parties égales, ou à ladivision de sa mesure o par le diviseur d.' Cetre formô de fîaction uti ,ràt"**"nt utilisée

pour exprimer une échelle ,8;*; ou un go ooou signifie que pour obtenir la longueur
sur la carte on divise la Iongueur sur le terrain par go ooo.

On dit  parfois.f".  
+ 

esl I ' inuerse du nombrc entier d (ou de la fract ion 3t, i l  faut

entendre par là que < prendre le d-ième d'une grandeur a r> (ou multiplie. e p"" j)
est l'inverse de la multiplication par d. on cherche une grancleur X telie que :

X X d :  A .

4' - La multiplication par une fraction 
I n."t être considérée comme la succession

des deux cas particuliers précédents. On multiplie A par 
f , O"tt on multiplie le résul-

tat obtenu par +.

5. - Si le dénominateur d'une fraction est une puissance de ro, la fraction est
lPp-elée décimale. Sa valeur décimale est obtenue en met^tant une virgule au numérateur,
de façon qu-'il y ait autant de chiffres décimaux que de ,4.ôs an 

-ag"ominateur. 
Il àsi

f :T:",*: , ,9^",:_y]t ip] i . . . ta mesure d'une grande,i" pà. ,r"-rru"r i""- décimate o" pï,
la valeur decimale de cette fract ion. Les deux opérations se font exactemen[ (voir '  leparagraphe sur les pourcentages).
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39 o DIVISION D'UNE GRANDEUR PAR UNE FRACTION

Le problème inverse de celui qui vient d'être traité est :

Chercher la gra.ndeur X dont ta lraction I sott ëç1ale à une grandeur B connue.

Avec le vocabulaire et la notation indiqués, c'est < résoudre l'équation > :

x x f : n ;

c'est encore le problème inverse de la multiplication, on connaît le produit de la multi-
n

pl icat ion d'une grandeur par la fract ion 
f, ;Uuelte 

est cette grandeur?

On obtient la solution en exprimant sous une forme plus symétrique la relation
e n t r e X e t B :

X est divisée en d parties égales, B est formée de n parties égales ei les parties de X et
de B sont égales :

Donc X est égale à d fois le n-ième de B.
Ce raisonnemlnt revient à déduire de la construction hypothétique de B au moyen

de X, la construction de X au moyen de B, en passant par une égalité intermédiaire :

x x f : n ;

est  équ iva len t  à  :  Xx i :  n t i ;  (a - iCme de X:n- ième de B) ;

é q u i v a l e n t à : X : S * 3 '
n

On peut illustrer ce raisonnement en su-pposant que X et B sont des longuertrs. -.'On 
peut aussi raisonner avec le caliul des mesures en suppos-ant g.gg.les.divisions

interméâiaires sont exactes, ou que ( tout se passe comme si elles l'étaient >..' L)n
cherche la mesure a, de la grandeur X telle que :

r x n :  b  o u  ( r  :  d ) x n :  b  ;

cette égalité est équivalente, d'après la définition de la division (commc opération
inverse  de  la  mu l t ip l i ca t ion)  à  :  

r  :  d :b  :  n :
donc à :

x :  ( b  :  n ) x d . o u  r : U r ! ,

Le problème inverse ainsi traité n'est pas celui de la division de deux fractions
(qui n'est pas tlans le programme du Cours moyen, voir ci-dessous),_ mais bien celui de
ia dirrision- d'une graideùr par une fraction. Son énoncé et sa solution peuvent être
exprimés :

Pour trouver une grandeur dont la fraction 
f 

est éSale à une grancleur B, on prend

n

la lracl ion J- (renversée de la première) dc
n

ou, pour chercher une grandeur dont la .

dire encore pour diviser la grandeur B par

fl

t ion  renversée i . .
n

la grandeur B;

mult ipl icat ion put 
# 

est égale à B; c'est-à-

f, 
on multiplie cette grandeur par Ia frac-
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On remarquera que fraction renversée veut dire qu'on permute le numérateur et le
dénominateur. On obtient ainsi la lract ion inuerse. Cc terme est just i f ié par les égal i tés :

Àx f rac l ion :  A  : f rac t ion  inverse ;
A : fract ion : Axfraction invcrse.

40 C ÉGALITÉ DES FRACTIONS

n n '
Deux f rac t ionsT e t  O,  

sont  éga les  lo rsque les  p rodu i ts  de  la  mu l t ip l i ca t ion  d 'une

mêrne grandeur par ces fractions sont égaux :

.  n  l l '
Â x ? - =  - \ x  

d  
.

C'est là une dé{init ion de I 'égal i té de deux fract ions considérées comme des opérateurs,
on peut dire plus sommairement que lcs opérateurs sont égaux quanrl_i ls ont les mêmes
effeis. Il en résulte que deux fractions égales à une troisième sont égales entre elles.

Une première conséquence est que : cn multiplianl. Ies deux tcrmes d'une fraction
par un même nombre entier, on obtient une frac[ ion égale :

n  n x ( l
c l - - t t x t 1 '

Pourdiviser la grandeur A en dxq part ies égales, on peut la diviscr d'abord en d part ies
égales entre elles, dont la valeur cornmune est trI; on divise ensuite lI en q parties.
Ptrur prendre n x q ou n fois q partics de ces dernières, il suflit de prendre n fois NI.
Donc :

71  xq  fo is  le  (dxq- ième) :n  fo is  le  d - iè rne .

5 part ies de blé donnent t  part ies de farine; par'rageons ccs part ies el lcs-mômes, cha-
cune en trois parties égales :

3x5 :  15  par t ies  de  b lé  donnent  3x4 :  rz  par t ies  de  fa l inc .

I l  est équivalent de prendre les 1r cinquièmes ou les rz qui lzièmes du poids dc blé.

Le raisonnement est plus visible sur un rectangle, représcntant un poirls de blé, par-
tagé parallèlement à sa largeur, en 5 rectangles égaux, dont 4 représentent lc pords de
faiine. En menant z parallèles à la longueur, équidistantcs, on partage lc rectangle en
rb rectangles égaux, dont r:  représcntent le poids de farinc.

En calculant sur
rz quinzièmes :

126
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Les valeurs décimalcs des deux fractions (quotient de 4 par 5 et quoticnt de rz par rb)
sont égales.

En résumé : la fract ion I cincluièmes esI égale à la fract ion rz quinzièmet, l  :2
5  r 5

on a obtenu une fract ion égale en mult ipl iant lcs deux termes par 3.
Inversement si les deux termes d'une fraction sont divisibles par un même nombre,

on obtient une fract ion égale en divisant les dcux termes par ce nombre. C'est la con-
séquence inverse de la règle précédente.

On peut i l lustrer ce raisonnement en prenant pour A ct B des longueurs. On peut
aussi raisonner sur les mesures.

Cette première propriété (qui cst très suflisante pour I'Bnseignement primaire) per-

met de trouver Ia condition nécessaire et suffisante d'égalité de deux fractions I .t 4d. 
-- 

rL'
On forme deux fractions respectivement égales :

nx  d" '  n '  x  d .- d x d  ;  
d ' x L I '

El les ont les mêmes dénominateurs, la condit ion d'égal i té est cel lc des numérateurs :

t ' t x  d '  :  n 'x  d .

(On peut l 'établ ir  en considérant les produits d'une même grandeur par ces fract ions.)

4l o COMPARAISON, ADDITION ET SOUSTRACTION

Comparer, ou addit ionner, ou soustraire des fract ions, c'est comparer, ou addit ion-
ner, ou soustraire les résultats de la mult ipl icat ion d'unc même grandeur A par les
fractions. On remplace d'abord les fractions par des fracti<-rns égales de même dénomi-
nateur :

P  e t  
q .

n7 ûL

On raisonne sur les produits :

A x 4  e t  À x 9 - :
m m

ou encore sur :
i l f xp  e t  M*q , '

en appelant l\{ la m-ième partie de A.

'  p 'and que j l-  si  M x p est plus grand que }t x g, donc si p estt )  -  es l  P tus  8r

plus grand que q.

Paur une espèce de betteraues, 25 q donnent 6 q d,e suûe; pour une autre espèce,
U q  donnent  3  q  de  sucre .  Que l le  es t  I 'espèce qu i  a  Ie  me i l leur  rendement?

On peut calculer sur un poids de betteraves qui pourra aisément être partagé en
z5 part ies d'une part et en r( part ics cl 'autre part.  I l  en est ainsi du poids :5 x rô :  35o q.
On calcule les poids de sucre lournis par 35o q, de chaque espèce :

r r e  e s p è c e  :  3 5 o  q ,  i :  t 4 x 6  q :  8 4  q :

3
z o  e s p è c e :  3 5 o  q x f :  z 5 x 3  q : 7 5  q :

La première espèce est plus avantageuse.

Cc calcul revient à remplacer les fract ions* "[  +, par r les {ract ions égales, de

dénominateur 35o : 
ei

rre :  pour :5 x r4 - 35o part ies, 6 x r4 :  84 part ies, o" j fr ;

2o : pour r l tx z5 :35o part ies, 3 x z5 : 75 part ies, "" 
s-.
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La première fraction, qui a un plus grand nrrmérateur, est plus grande.
:) Quand on réunir, ,r ,es grandeurs Mxp et Mx-q, c'est-à-dire p grandeurs et q gran-

deurs égales à M, on obtient p+q grandôurs égar'es à M,-J;; ;-ru'r lgl .  Mrip+qî;;
A  t  P + Ç .

m

. La grandeur formée par la réulion des grandeurs obtenues en multipliant 1ne
Tê:: q:^Tj^1y]r^A lil des-fractions de même d'énominateu" uit oùtrÀ" en muttipliant
I 

pa.r 
la lraction qui a le même dénominateur et pour numérateur ra somm'e desnumerateurs.

, q , x 3 + À a 9 : 6 * P + Q .
m m m

Cette règle s'étend, bien entendu, à la mesure o de A.

Pour cette.uiron laÇ-est appelée ra somme de l ,addit ion des fract ions* "t  4
ou des fractions égales. 

trL m

Ax rro fract ion*Ax ze fract ion:Axsomme des fract ions.
-. - fta. règle s'étend immédiatement à la soustraction (définie commc inverse del 'addit ion).

on peut l'exprimer sous une forme imagée et presque correcte en disant que :

. on compare, on additionne ou on soustrait des m-ièmes comme on compare, addi-
tionne, ou soustrait des collections.

. -Dans une enploitat ion de 150 ha,7 uingtièmes des tenes sont ensemencés en cé-
réales; 11 uingtièrmes Ie ̂ sont en plantes foinagères; Ie reste i,ejf pgi, culttué. euelleest la superf icie cult iuée ? 

'

Le vingtième de l 'exploitat ion est :  r5o ha : zo:,7, i  ha; on peut calculer les 4eux
super{icies cult ivées et les addit ionner :

7 , 5  h a x  ?  : 5 : , 5  h a ;
7 , 5  h a x r r : 8 2 , 5  h a ;

l l lais on peut aussi calculer d'abord la somme des
somme :

5 : , 5 + 8 2 , 5 :  r 3 5  h a .

vingtièmes et mult ipl ier par cette

?* r r  -  r8  (v ing t ièmes) ; 7 , 5  h a x  r 8  :  r 3 5  h a .

L'équivale.ce de ces deux calculs peut être exprimée par l,égalité :

s u r f a c e x i + s u r f a c a r  t t  :  s u r f a c e x ' l + r r
2 0  2 0  2 0

On additionne deut_fractions de même d.énominateur en additionnant les numéra-
teurs. I l .es_t équixalen! de murt ipl ier une g_rancreur par une somme de deun fract ions, oude mt t l l i p l i .e r  ce l le  g ranc leur  pa i  chacune 'des  c leu : r  j rac t ions  e t  c l 'add i t ionne i  Ies  p rodut ts(ou  résu l la ls ) .

Cette règle est aussi valable-pour la soustraction; dans l'exemple envisagé, la diffé-rence des superficies de plantes fôurragères et de céréales est :

r t  - 7  =  4  v i n g t i è m e s ;  r b o  h a x ! : 3 o  h u .

42 o l / l .JlTlPLlCATION ET DtVtStON DES FRACTTONS

La multiplication de fractions exprime la succession des opérations qu'elles
représentent.
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La première fraction, qui a un plus grand nrrmérateur, est plus grande.

- z) Quand on réunit, les g.randeurs Mxp et Mxq, c'est-à-rl ire p grandeurs et q gran-deurs égales à M, on obtient p+q grandôurs égalàs à-1,-àbùiu'rogr. ù;ipi, i i  " i,
a  v ! 4 9 .

NI

. La grandeur formé-e par la réunion des grandeurs obtenues en multipliant une
iêï: q:rîj^1y.. 4 

ryl des fractions de même d?nominateu. est oùte".re en àultipliantA pâ.r 
la ïractjon qui a le même dénominateur et pour numérateur la somm'e àesnumerateurs.

A r  4 + e , i L :  , t * P + Q .
ITL ITT M

C.ette règle s'étend, bien entendu, à la mesure a de A.

Pour cette ,uiro.,  I+o
;flest appelée la somme de l'acldition des fractions4 ut L

ou des fractions égales. 
rrl m

Ax rre fract ion+Ax 2o fract ion=Ax somme des fract ions.

l 'addit ion).

on peut l'exprimer sous une forme imagée et presque correcte en disant que :
on compare, on additionne ou on soustrait des m-ièmes comme on compare, addi-

tionne, ou soustrait des collections.

.,Dans une explottat ion de 150 ha,7 uingtièmes des terres sont ensemencés en cé-
réales; 11 uingtièrnes Ie ̂ sont en plantes foirragères; Ie ieste i'es[ ps, cuttiué. Quelleest la superf icie cult iaée ? 

-

Le vingtième de I 'exploitat ion est :  rbo ha : zo:,1,b ha; on peut calculer les deux
superficies cultivées et les additionner :

7 , 5  h a x  ?  =  5 2 , 5  h a ;
i , r  nu*  i '  =  a r , r  i r i i  5 : ,5*82 ,5  :  r35  ha .

Mais on peut aussi calculer d'abord la somme des vingtièmes et mult ipl ier par cette
somme :

7* r r  -  rB  (v ing t ièmes) ;  7 ,b  ha  x  rg  :  r35  ha .

L'équivale'ce de ces deux calculs peut être exprimée par l'égalité :

sur facex- f -+sur faca*  t t  :  s . ra faae*  7* t t  .  -
2 0  2 0  2 0

On arlditionne deut lractions d.e même dénominateur en add.itionnant les numéra- |
teurs. I I  .est équiualen! d'e mult ipl ier une grand'eur par une somrne de deur fract ions, àu i
de mult ir t l ier cette orandeur pai chacuneïles deuæ jracttons et a;aaai lùnnei les'prod,Luits(ou  résu l ta ts )

Cette règle est aussi valable pour la soustraction; dans l'exemple envisagé, la diffé-
rence des superficies de plantes fôurragères et de cérSales est :

r r  -  7 :  4  v ing t ièmes;  r5o  ha  x  !  :  go  nu .
2 0

42 o MULTIPLICATION ET DtVIStON DES FRACTTONS

La multiplication de fractions exprime la succession des opérations qu'elles
représentent.
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On prcncl la fract ion 
f 

a'rrrr" graucleur A, puis la fract ion j :a.,  resr.t tat obtenu ;

.  n  n '
À x A : B ;  B x 7 , - : C .

On peut obtenir,  d- cuite, Ie résultat définit i f  C en mult iy,t l iant la grandeur A, par la
n x n '

lract ion i ; i  ,  dont les tcrmes sont les produits des tcrmes des fract ions primit ives.

- l in effet,  pou_r obtenir B on peut partager A en dxd'part ies égales clont Ia valcur
est X{, puis prendle n x d' de ces part ios :

.  À : M x ( d x d ' ) ;  B : X { x ( n x d ' ) : ( [ I x n ) x d , .

!  
^ I l  faut alors partagcr R cn d'part ies, chacune contient n fois X'I .  Pour avoir C, i l  faut

- prendrc n' de ccs part ies; i l  est égal à :

C = (I{x n) x n'  :  1.1" - ,  
" t7,  ;  x nx n, -  A"i : I , .

t  
n Y n ''  On conuient de dire que la fract ion 
ff i  

dnnt la mrrl t ipl icat ion cst équivalente

aux multiplications successives par 
i 

" 
# 

est lc produit de la multipltcation d.e ces

lract ions.
Cette définit ion (et so_n interprétat ion préalable) ne sont pas au programme du

Cours mo.r-en. 9i 9" les_ admet, la division dc deux {ractions, cônsidéréô comme I'opé-
rat ion inverse de deux fract ions s'en déduit :

! - .  ! '  : J r - ,  ! '  -  ! a 4
d ' d '  t I  d ' - t l  x t t "

Il suflit de vérifier que ce quotient, multiplié par la fractiou cliviseur redonne la fraction
dividende, c'est-à-dire :

n  n x  d '  n  x  ( d ' x  r r ' )x -
d  d x n '  d  x  ( d ' x  n ' )
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