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En arithmétique ... on ne commence pas par révéler a [I'enfant] les
nombres abstraits, leurs rapports et leurs lois...on se sert des sens
non pour qu'il y ait recours toute sa vie, mais pour lui apprendre a
s'en passer.
La méthode intuitive n'est pas la méthode de tous les ages; c'est
exclusivement celle de I'enfance.

Ferdinand Buisson, 18877

Extraits de "Mathématiques : les lecons d'une crise" de Michéle Artigue

Analyse dimensionnelle et/ou Contrat didactique

Le sens de l'addition : 15 gargcons + 14 filles=2 9 ans

Une logique certaine

L'ordre de grandeur sans les grandeurs

Interméde : ordre de grandeur et calcul approché

Apprendre a résoudre des problémes en résolvant des problémes qu’on ne peut pas résoudre ?

Pertinence du contrat didactique et transmission des savoirs

Quelques éléments sur I'enseignement des  opérations sur les grandeurs
Enseignement des opérations sur les grandeurs et enseignement des grandeurs
L'APMEP : justifications
Retour bref dans le passé : méthode intuitive et ab  straction chez F. Buisson
L'abstraction ( 1887)
Intuition et méthode intuitive ( 1887)

Retour vers le présent

Annexe : Multiplicateur et multiplicande : des noti ons inutiles voire nuisibles ?

Compléments : Commutativité et associativité

Il s'agit ici de comprendre un peu la conceptionl'deseignement des mathématiques qui
apparait et devient dominante au moment des matiiemmes et va donc construire globalement sa
problématique en liaison avec cette réforme c'alited pour résoudre non pas seulement les
probléemes d'apprentissage des mathématiques mais msoudre les problémes posés par
l'apprentissage de contenus qui ne peuvent étrasapgls qu'ils sont présentés : il s'agit en effet
d'enseigner directement la conception constructive, axiomatique, structiereles mathématiquées

(in Charte de Chambéryl968). Et I'on peut citer — méme si I'on ne pdite que les auteurs de la

! Ce texte est un développement qui précise un nartnbre de points du chapitre

D) De la didactique et des grandeurs : le contriglagitique ou comment éliminer les mathématiques,

tiré de I'exposé&ur I'enseignement primaire en Franceniversité Bocconi, Milan, Avril 2002 )
http://michel.delord.free.fr/milan+.pdf

2 Ou comment le refus des nombres concrets et deitian en 1970 en primaire aboutit au refus éindplossibilité de
l'abstraction en 2003 & tous les niveaux



http://michel.delord.free.fr/milan+.pdf

Charte sont directement responsables de ce cHaitameuse définition de la droite graduée qui est
tout a fait vraie mathématiquement mais non-ensdilgntelle quelle et qu'il va bien falloir enseigne
"puisqu'elle est au programnie'une certainéngénierie du savoiva alors se mettre en place . Partant
a l'origine d'une critique trés partiellement judés contenus antérieurs et chargé de mettreaes pl
des contenus en partie non-enseignables, ellerdeergde cette origine une caractéristique qui est d
tenter d'analyser et de résoudre ces difficultégyrarant la problématique qui les a produite et le
curriculum dans lequel elles sont inscrites. En re@melle a tendance a se contenter d'étudier
I'application du programme a l'intérieur d'une péatmatique qui ne permet pas sa remise en cause. Il
s'agit bien sOr d'une tendance ce qui veut diredgsecontre-tendances existent comme par exemple
lintervention de Rémi Brissiaud sur les projetpdegramme de 199%u le texte de Guy Brousseau
mis récemment a disposition sur la Tribune Librelal&MP pour la préparation de la réunion du
110ctobre. Mais cette tendance existe et elle mbksedangereuse.

Pour voir les conséquences de cette problématiéuelions l'article deMichele Artigue
"Mathématiques : les lecons d'une ctfset notamment la pertinence de I'utilisation ducemt de
contratdidactique

Vous trouverez tout d'abord de larges extraitsedearticle : dans les trois concepts qu'elle se
propose d'illustrerle long terme des apprentissages, le statut deeleret la notion de contrat

didactique je me suis contenté de commenter |'étude du@ehaicontrat didactique

J'ai ajouté a la fin de ce texte, a partir "dQuelques éléments sur l'enseignement des
opérations sur les grandeurs", des compléments qui permettent de mieux compreladmemiére
partie et retracent un petit peu l'historique defdB70 — il vaudrait mieux dire la constance- des
positions dominantes sur cette question.

Cabanac, le 26 Septembre 2003
Michel Delord

3 L'exemple de la droite graduée est un exemplevglidle aussi la centralité de I'opposition défiaigtsla transposition
didactique comme nécessité absolue puisque I'anlbi@ine opposition entre wavoir savan{ la définition de la droite
graduée , mathématiquement juste) esawoir enseignable il s'agit ici méme non seulement d'une oppasititais d'un
antagonisme puisgue ce savoir savant était inemeiglig au niveau pour lequel il était prévu.

Sur ce sujet, lire, bien entendu : Rudolf Bkoydbe la transposition didactique
http://casemath.free.fr/divers/tribune/didactic.pdf

4 Je fais référence a sa comparaison entre l'eresaigmt des opérations et celui des fractions.
http://13.snuipp.fr/quels_savoirs_enseigner.htm

° Guy Brousseall,es mathématiques a I'écoRulletin vert de 'APMEP n°400 de septembre 199831-850.
http://smf.emath.fr/Enseignement/TribuneLibre/EgsementPrimaire/APM95.pdf

5 Sciences et Vie Hors Séfi& 180 de Septembre 92, pages 46 — 59.
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Mathématiques : les lecons d'une crise

Michéle Artigue
Sciences et Vie Hors Série N°180 de Septembre 92, pages 46 — 59
Extraits

Il'y a vingt ans, le systéme scolaire fut bouleggrar l'irruption de la "modernité" mathématiquesen
sein. Beaucoup d'encres et quelques larmes oné.cAptés cette violente crise d'adolescence, fgnement
des mathématiques se dirige-t-il vers la maturité?

La prolongation de la scolarité obligatoire (réforBerthoin de 1959) donne une nouvelle finalité a
I'école: plus qu'elle ne doit préparer directengela vie active, elle doit former les esprits, danaux éléves les
moyens d'acquérir des connaissances et de s'adajmtenonde en rapide évolution.
Face a ces obijectifs, les promoteurs de la réfocowsidérent qu'une mathématique des structures est
particulierement bien adaptée :

"Ce qu'on appelle un peu vite la mathématique magece qu'il conviendrait mieux d'appeler la
construction constructiviste, axiomatique, struetle des mathématiques, fruit de I'évolution déeg)l
s'adapte "comme un gant", nous permettrons-noule dire, a la formation de la jeunesse de notre
temp$ (Charte de Chambéry).

Grace a elle, il doit étre possible de rendre ffalsion mathématique accessible a tous et donc de
réduire I'échec scolaire en mathématiques. Gréaleail doit étre possible également de mettredeidence
l'applicabilité universelle des mathématiques.

Les mathématiques dites "modernes” ont suscité bien des polémiques

Mais cette rénovation des contenus ne peut poetefraits que si elle se double d'une rénovatian de
méthodes pédagogiques. Priorité doit donc étre éman'action de I'éléve: on s'appuie notammeniastinéorie
constructiviste piagétienne, selon laquelle I'enéamstruit ses connaissances en s'adaptant ansorsement
par actions réelles ou actions intériorisées. Qlestaction, de la manipulation que I'éléve ddisteaire les
structures mathématiques fondamentales, et cede dEbut de I'école élémentaire.

Soutenue par ces principes et porteuse de cesgdpaéforme des mathématiques diteedernesse
met en place au début des années soixante-dix¢a®el élémentaire au lycée. Soulignons qu'il agitspas
d'une réforme improvisée: dés 1959, colloques niatiznaux et commissions nationales de réflexiétaignt
succédé pour aboutir a la rédaction de la Chart€Embéry (1968) et a la constitution de la comimiss
ministérielle Lichnérowicz (1967).

Chacun garde le souvenir des polémiques et pasgimneette réforme a suscitées. Trés vite le déealag
entre les idées fondatrices et la réalité des esasbinadéquation des choix effectués devient npate
L'enseignement dérive vers un formalisme privé ts.s@n passe beaucoup de temps a définir préciséiaen
notions, a introduire du vocabulaire, peu a réedlentravailler ou faire fonctionner les notiongdaatuites. Et ce
d'autant plus que les enseignants, mal préparésceschent a ce qu'ils peuvent: les marquesiextés du
changement, la forme, au détriment du fond.

On s'apercoit alors de l'erreur commise : croire doutil fondamental du développement des
mathématiques au XXsiecle, c'est-a-dire la mise en évidence de strestunifiantes, devait I'étre aussi pour
I'enseignement, quel que soit son niveau. Une eg@mmise en confondant abusivement deux mondés: ce
des mathématiques en création et celui de I'enseignt. On savait bien que pour concevoir l'intéféhe
structure donnée, il ne suffit pas d'avoir renadeux ou trois situations qui peuvent lui étréadtées, mais
qu'il faut que cette structure apparaisse commmgttaint un gain: qu'elle organise, unifie, rendes glohérentes
et efficaces des connaissances déja présentesy'elle cautorise un regard nouveau et performantdesr
situations en un sens déja familiéres. A I'époquejécouvre que I'enseignement primaire et secandat loin
de pouvoir faire vivre une pareille problématiqg@n découvre aussi que les structures les plus giésétes
premiéres qui soient enseignées dans une perspestiancant logiquement du simple au complexe, sont
rarement porteuses de problémes a la fois mathgueatient intéressants et accessibles aux débutants.

" Nous avons publié la Charte de Chambdéritp://membres.lycos.fr/sauvezlesmaths/Textes/Afi@tchambery.htm



http://membres.lycos.fr/sauvezlesmaths/Textes/IVoltaire/chambery.htm

La reforme initi€ée dans les années soixante-dix a manqué son objectif

Tres vite, les militants de 'APMEP (Association gesfesseurs de mathématiques de I'enseignement
public), les enseignants travaillant dans les IREMt{tuts de recherche sur I'enseignement des mattigues),
les promoteurs eux-mémes de la réforme s'émeuesntérapages du systeme. Rapidement des aménagement
de programmes sont mis en place pour essayerndiattées effets les plus pervers de la réformeoatrer
l'influence de manuels qui ont plutdt renforcé eeslances formalistes. Mais la régulation du systimcé sur
les rails de la réforme prendra du temps.

Menée au nom de principes généreux, la réformendgisématiques modernes aura finalement manqué
ses objectifs : dix ans aprés ses débuts, la gonlést pas réconciliée avec les mathématiqueseCalles
auront pris une place centrale dans le systemsaigmement, mais comme instrument de sélectionqulasde
formation. Les jeunes se sentent obligés d'en fdireéantage pour s'assurer une réussite scolairalglque par
godt de la discipline.

L'enseignement de la décennie suivante est marguiepmuvelles réformes qui entérinent le rejessan
appel des options épistémologiques sous-jacentks réforme des mathématiques modernes. Rejet de la
conception structurelle des mathématiques, rejdadesion des mathématiques comme un langageg-iss
celui universel de la rationalité. La problématicaeedéplace sur lsens des mathématiquesElle conduit a
mettre l'accent sur le caractére humain de l'a@étiviathématique, sur son historicité, et le role pi®blemes
dans la conceptualisation et la théorisation : l@mbs issus d'autres secteurs scientifiques odewaécessités
du développement interne des mathématiques.

Privilégier l'initiative personnelle, I'expérimentation et la découverte

En revanche, comme dans les programmes précédemtsaffiche la volonté de rendre les
mathématiques plus accessibles aux éleves, de f@melus grand nombre des scientifiques. On gersis
placer l'activité de I'éleve au centre de l'appssage et l'on insiste sur le fait qu'accéder aculure
mathématique, ce n'est pas simplement apprendregdieats et des techniques, c'est s'initier adémearche.
On met particulierement en avant le caractére geapérimental de cette démarche faite d'exploration
d'élaboration de conjectures et de justificatiqrlss que son caractére logique et structuré. Casiesxde
programmes des colléges et des lycées (1985) témttigle ces choix :

"Une appropriation mathématique, pour un éléve, aerait se limiter a la connaissance formelle de
définitions, de résultats, de techniques et de détnations: il est indispensable que les connaissan
aient pris du sens pour lui a partir de questionsilgs'est posées et qu'il sache les mobiliser pour
résoudre des probléme@ntroduction aux programmes de mathématiquesatiége).

"Il va de soi que le professeur doit avoir une vpprafondie de la matiére qu'il enseigne, et quitd
s'exprimer clairement; mais son idéal ne saurait &e tenir aux éleves un discours si parfait 8ogta
tache principale est d'entrainer les éléves a Rerdon et a l'initiative personnelle et I'accertidétre

mis sur l'acquisition de méthodes... En effet lassdade mathématiques est d'abord un lieu de
découverte, d'exploitation de situations, de réflexsur tes démarches suivies et les résultatsnoiste
C'est pourquoi aussi le cours doit étre bref: samtenu doit se limiter aux notions et aux résultats
essentiels. Sa conception ne doit pas s'identfiedéroulement d'une suite bien ordonnée de nagbns
de théoremes; la présentation de contenus nouveaitiétre articulée avec I'étude de situations asse
riches.." (programme de seconde).

Séduction des textes... Mais que vivent les élélass la réalité des classes aujourd’hui ? Est-ce
réellement cette initiation a la démarche mathégnaticette conceptualisation par le biais de prob&porteurs
des sens et des techniques d'un champ conceptuet @dComment gere-t-on dans les classes l'attmulentre
l'activité des éléves sur des problémes richemstitgtionnalisation des connaissances exigibleésqgnt, elles,
plus réduites? Comment s'articulent les aspectceptunels et les aspects plus techniques du travall
mathématique ?A quelles difficultés se heurte éggrant qui veut faire vivre ces principes danguetidien de
sa classe ? Les enseignants y sont-ils réellemépamprs ? Est-on a I'abri des perversions ? Ne risqaeas,
par exemple, vu l'insistance mise sur I'explorati@xpérimentation, de vair le jeu mathématiquedpe son
sens en dérivant vers un simple bricolage?

Aurions-nous posé ces questions il y a vingt asiges mémes principes avaient guidé la réfodes
mathématiques modernes? Probablement pas... 8hles@aturel de les poser aujourd'hui, c'est endgpartie
a elle que nous le devons.( page 46 a 50)



La réforme des mathématiques modernes fut aussireoteiment, une cause essentielle du
développement rapide de la recherche en didactiggemathématiques, en France comme a I'étrandene d
part du fait de l'intérét brutalement porté a kegsement de cette discipline, a la volonté affecdé la rendre
accessible a tous, d'autre part du fait des désepngendrées par la réforme et des besoins idealdt
gu'elle a ainsi nourris.( page 51 -52)

Mais ne rentrons pas plus avant dans cette polénufare au "microcosme" mathématique, et tentons
de faire le point sur la recherche didactique a®egiis actuels et les problémes auxquels ellestehe

Le didacticien s'intéresse aux rapports entre ensgignt et apprentissage, qu'il considére comme non
transparents. ldentifier des phénoménes didactidesexpliquer, pouvoir éventuellement les prévaiire les
provoquer, construire les structures conceptuetethéoriques qui permettent d'organiser et detalegar les
résultats obtenus, c'est en quelque sorte le patidien du chercheur "pur”. Mais je n'ai jamaiaaentré de
didacticiens qui soient seulement des chercheunss"pTous ont certes I'ambition d'améliorer direwat
I'enseignement des mathématiques, mais ils soigrégat persuadés que cette amélioration nécessidétour,
une distanciation par rapport a l'action: bref, "pas de c6té" par rapport a la position d'enseigcare,
généralement, ils occupent par ailleurs. La recleerahdébuté a I'école élémentaire ou les conditions
expérimentales étaient plus faciles, s'intéressanarticulier aux apprentissages numériques al/élairgir son
champ d'action & d'autres domaines et d'autreaunivgusqu'aux premiéres années de I'enseignempatisur).
Sans prétendre a I'exhaustivité, je m'attarderairsis points majeurs : le long terme des appseaties, le statut
de l'erreur et la notion de contrat didactiqueg&33)

La notion de contrat didactique

Arrivée plus tard sur la scéne didactique, au débatannées quatre-vingt, elle en est devenueld'sn
concepts clefs, lié a la notion de contrat pédagagiintroduite en sciences de I'éducation paillduk. Si le
contrat pédagogique est ce qui fixe explicitemeratis surtout implicitement, les attentes et deva@spectifs de
I'enseignant et des éléves dans une situationeitgresnent donnée, le contrat didactique est gnass@nt la
part de ce contrat qui concerne le contenu mathénsatMais cette spécification par le contenu canawes
interrogations et des travaux sensiblement diffisrda ceux menés en sciences de I'éducation.

La notion de contrat conduit & s'interroger suelessdes comportements et réponses de I'éléve. En quo
sont-ils conditionnés par les mathématiques en dans la situation et par ses propres connaissances
mathématiques ? En quoi sont-ils liés a d'autretedas ? Par exemple, sa perception, a traverssdindices,
des attentes de I'enseignant, des us et coutuméEmetiques de la classe dans laquelle il se tr@ules
interprétations purement cognitives que nous pomsridonner de ces mémes comportements sont assi tr
relativisées.

Il faut une certaine sensibilité & ces questions pepérer en quoi le contrat didactique condit®im
quotidien mathématique d'une classe. En revanch@hénoménes de contrat deviennent brutalemetiassi
lorsque, pour une raison ou une autre, il y a gassion. C'est le cas par exemple dans les prebldits d'age
du capitaine. Expliquons-nous. Dans la quasi-tétalés problémes scolaires, d'une part toutes |paéds
nécessaires a la résolution sont fournies, d'qaretoutes les données fournies sont utiles. Leaseélintegrent
trés vite cette donnée du contrat et I'exploitent mieux, choisissant entre telle et telle solytigpour des
raisons qui ne sont pas toujours les raisons mattignes attendues. Parfois, des enseignants, énpavéce
fonctionnement, sément la perturbation en intrahtisubrepticement une donnée inutile.

On a volontairement posé des problémes "idiots "aux éléves

Des animateurs de I''REM de Grenoble, il y a unaidz d'années, oserent aller plus loin dans la
rupture du contrat usuel, posant & des élévesatdd' élémentaire des problémes idiots comme:

"Dans une classe, il y a 4 rangées de 8 placed apeea la maitresse ?
"Dans une classe, il y a 15 garcons et 14 fillegl @st I'dge de la maitressg;?
"Un berger a trois chiens et 120 moutons, quel‘ageldu berger?

Et, scandale ! on s'apercut que les éleves ded'@&éientaire s'appliquaient dans leur grande it&jor
comme si de rien n'était, a résoudre ces problemes;hoisissant méme pas au hasard les opérateons:
malitresse était créditée de 32 ans dans le preasede 29 dans le second, le berger de 40 angtte,@our les



plus agés des éléves, a reconnaitre que ces pexblémient effectivement un peu bizarres ! Cetantave,
popularisée par la suite par Stella Baruk, eskesetaricaturale, mais elle a le mérite de montregy'a quel
point peut peser sur le fonctionnement cognitiféléve le poids du contrat didactique, et l'inté&il y a a étre
sensible au réle qu'il joue explicitement, et sutrimplicitement.

Les travaux sur le contrat didactique ont permisiades montrer que, s'il existe des caractéristiglues
contrat relativement stables (I'age du capitainesgnune pour les contrats usuels), un certain romstnt en
évolution permanente au cours de l'apprentissagéie @volution continue ou discontinue est d'aifiela
marque de l'avancée de I'apprentissage. L'enseigeantouer sur les premiéres, en instituant danslasse,
plus ou moins durablement, tel ou tel type de edrgssocié a des pratiques de travail en grouppraddeme
ouvert, de débat scientifique, par exemple, etitdiser comme levier pour agir positivement surdpport aux
mathématiques de ses éléves. En revanche, en cempérne les secondes, il est contraint de faiamear le
contrat, de provoquer en permanence des micronegptuchaque phase de l'apprentissage modifie feh ef
l'attente du maitre vis-a-vis de I'éléve.

L'enseignement n'est plus vu comme une simple transmission du savoir

Dans une perspective de l'apprentissage ou l'osidiénerait I'enseignement comme une simple trassonisle
savoir passant d'un émetteur (I'enseignant) aptéae(l'éléve), ces considérations pourraientiparabsurdes.
L3, les roles sont clairement attribués : a I'emseig de bien expliquer le contenu du cours, de eiolas bons
exercices, de montrer par ses corrections les ptioths attendues, a I'éléve d'apprendre son cdarfaire les
exercices demandés. Si chacun remplit bien soneatbl I'éléeve n'est pas inapte aux mathématiquesit
apprendre. Mais on le sait, les choses ne sordisa®ples.

Peut-on garantir que les connaissances ancienmesigoessairement suffire a l'apprentissage degelies ?
De plus, I'éleve interpréte chaque situation gitien fonction de ses propres références, scelatrautres. Ce
ne sont pas celles de I'enseignant. Comment affidaes ces conditions que s'il apprend, il appeeidtement
ce qu'il est censé apprendre ? L'enseignement, nogsugl'il se veut simple transmission, n'est endas dupe
de l'irréalisme de cette position. G. Brousseansdausieurs textes, a identifié certains paradakesontrat
didactique : I'éléve, censé avoir les moyens deyire une réponse, ne la produit pas et il fautripod, pour
que la relation didactique perdure, arriver & cé lguproduise. Le plus simple de ces paradoxesass aucun
doute ce qu'il a appelé l'effet "Topaze", par anelegec la dictée du texte de Marcel Pagnol.(P&§e&s58)



Analyse dimensionnelle et/ou Contrat didactigue

Michéle Artigue dans l'article cité, tire les lecons de la crikes maths modernes qui est
exactement le contexte qui m'intéresse. Elle efitprpour expliquer ce qu'est le contrat didactique
gu'elle présente commecdncept clé Il est donc judicieux de s'intéresser a ce cphegl'utilisation
qui en est fait. Elle s'intéresse pour cela awblgmes dits'd'age du capitaine'posés a I'école

élémentaire dont elle donne plusieurs exemples :

" Dans une classe, il y a 4 rangées de 8 places,apeh la maitresse ?
Dans une classe, il y a 15 garcons et 14 fillesl @st I'Age de la maitresse?

Un berger a trois chiens et 120 moutons, quel'&ge du berger ?.

Et elle ajoute : 'Et scandale ! On s'apercut que les éléves de Bééldimentaire s'appliquaient
dans leur grande majorité, comme si de rien n'étaitésoudre ces problemes, ne choisissant méme
pas au hasard les opérations : la maitresse étéditée de 32 ans dans le premier cas, de 29 dans |
second, le berger de 40 ans ...Cette aventure ...egsccaricaturale, mais elle a le mérite de
montrer jusqu'a quel point peut poser sur le faymtiement cognitif de I'éléve le poids du contrat
didactique, et lintérét qu'il y a a étre sensibdai réle qu'il joue explicitement, et surtout
implicitement.

Dix ans aprés sa publication, ce texte n'a togjpas été critiqué et I'on peut donc considérer
qu'il a une valeur centrale car son auteur est ap&ialiste renommée des problémes posés par
I'enseignement des mathématiques qui présentencegbqu'elle considére comme central de celle-
ci. Suivons donc l'analyse de M. Artigue : I'erreles éléves vient du poids dedntrat didactiqué'
qui serait dans ce cas défini - consciemment consciemment- par le fait quedans la quasi totalité
des problémes scolaires, d'une part toutes les éemmeécessaires a la résolution sont fournies,

d'autre part toutes les données fournies sontsitile

Or, si l'on analyse les résultats donnés patlages
- dans le premier cas, ceux-ci ont multiplié umibre de rangées par un nombre de
places et ont trouvé un age : 4 rangées x 8 prad@sans
- dans le deuxiéme cas, ils ont ajouté un nordbrgarcons et un nombre de filles et
ont trouvé un age : 15 garcons + 14 filles = 29 an
- dans le troisieme cas, ils ont divisé un nomd#anoutons par un nombre de chiens

et ont trouvé un age : 120 moutons : 3 chiens a0

C'est a dire que, dans les trois cas cités, il ipcahérence du point de vue de l'analyse

dimensionnelle, c'est-a-dire une incohérence eeseunités utilisées dans l'opération et celle du



résultat obtenu. Prenons le deuxiéme problémdaiti@'écrire 15 garcons + 14 filles = 29 ans pmuv

simplement que I'on n'a pas appris a I'éléve astjuhe addition.

Le sens de I'addition  : 15 garcons + 14 filles = 29 ans

En effet, quelle est la propriété de l'addition isagée du point de vue de l'analyse
dimensionnelle, qui sont les mémes que celles deuatraction ? C'est-a-dire : "Quel devrait &tre |

résumé du contenu d'un cours sur cette question ?"

Propriété : On ne peut additionner que des grandsute méme nature et on ne peut effectuer
l'opération que lorsque les termes sont exprimésisl la méme unité.

Exemples :

On ne peut pas écrire 3 km + 5 kg car une distagtcen poids ne sont pas des grandeurs de
méme nature.

On peut par contre écrire 3 km + 5 hm car 3 km €ind sont des distances c'est-a-dire des
grandeurs de méme nature mais comme elles ngpasnexprimées dans la méme unité, on ne
peut pas effectuer 3+5 = 8. Par contre si I'on veyprimer 3 km + 5 hm sous la forme d'une
grandeur (c'est-a-dire d'un nombre suivi d'une @hiton doit écrire, par exemple :
3km+5hm=30hm+5hm=35hm.

On pourrait discuter assez longuement des judiifica de chaque mot de ce cours de niveau
primaire et notamment de la définition de ce quest grandeur : outre qu'elle est, a I'heure detuel
tout a fait conforme a un cours classique d'analiisensionnelle de premiere année de physique a
I'Université car

- elle s'appuie nommément sur James Clerck Ma%well

"L’expression d’'une grandeur est le produit de déaoteurs dont I'un, qui est une grandeur de
méme nature prise comme repére, s'appelle son,ustitdont I'autre, qui est le nombre de fois que
I'unité est contenue dans la grandeur, s'appelleakeur numérique”

- elle fait partie de ce qui est reconnu par deganismes de normes internationales , c'est-a-
dire gu'elles font partie d'un langage universejui- devrait intéresser ceux qui ne parlent que de
communication — par exemple dans la norme NF X024 Décembre 1995 qui cite hommément

Maxwell :

8 Je reprends a dessein I'expression " Sens derditipé " qui était la premiére partie du cours shaque opération
jusqu’aux années 30 ( la deuxieme étant « techrdgukopération » ), qui disparait peu & peu dassannées 50 a 60, les
maths modernedonnant la justification théorique de cette diijmn en présentant cette évolution comme ['éléngentral
de la reforme.

% James Clerck Maxweh treatise on electricity and magnetisbxford, 1873, page 1.



"Normes fondamentales - Principes de I'écriturerttmabres, des grandeurs, des unités et des
symboles"

Résumé :

Le présent document définit les principes de ltémeides nombres, des grandeurs, des unités et
des symboles.

Une grandeur s'exprime, comme il est indiqué atitkr 6, par le produit d'un nombre (valeur
numeérique) et d'une unité. Une telle expressiomeer.

-- de former les noms et les symboles des unitdégpasées par l'application des regles de
l'algebre ;

-- d'utiliser des formules entre grandeurs qui @éntttoute erreur, malgré I'emploi éventuel
d'unités diverses

A coté des principes relatifs a I'écriture correctes nombres entiers ou décimaux et des nombres
fractionnaires et a I'emploi des signes d'opératienprésent document énonce les régles de formatio
des noms d'unités composées et de leurs symbgiagijrade I'équation de définition ou de I'équatio
aux dimensions, définissant ainsi, en quelque soes régles de grammaire des notations
scientifiques et techniqués.

Cette parenthese justificatrice fermée, on pewt due I'on doit apprendre a I'éléve cette
propriété de l'addition en lui faisant remarquee dorsqu'il a fait un calcul il doit s'assurer de |
cohérence dimensionnelle de celui-ci : en primaeka prendra plutét la forme du traditionneDh
n‘ajoute pas des serviettes et des torchans'On n'ajoute pas des vaches et des cochbms que
ces formules classiques, qui sont, quand ellesei les seuls restes d'analyse dimensionnelie da
la pédagogie du primaire sont extrémement mal @wisar elles superposent deux niveaux, celui du
non sens de I'écriture d'une somme et celui dpdssibilité d'effectuer I'addition car les unité&ssont
pas identiques; en s'appuyant sur des objets gwiepe étre considérés comme "de méme nature" car

les vaches et les cochons sont des "animaux"utinzgt beaucoup mieux deux phrase du type :

- " On ne peut ajouter des metres et des litrear les unités choisies font partie du Sl ehen
peut pas développer sur un tel exemple toute uit@spphie aléatoire pour savoir si I'on a le doit
non d'écrire 3 vaches + 2 cochons suivant quecbmsidére si ces délicats animaux sont ou non de
"méme nature", et I'on a autant d'arguments paer glie oui ( car ce sont des mammiféres ou des

qguadrupédes) ou non ( car l'un est un ruminarttéauas, I'un a des cornes et l'autre pas ).

- "On ne peut effectuer I'opération que si les demmnes sont exprimés dans la méme Unité

10 http://www.boutigue.afnor.fr/Boutique.asp?url=NRME&Bo5Fhome%2Easp&lang=French&btq=HOM&cookie%5Ftest=1
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Une logique certaine

Mais revenons en a un des exemples analysé mdueMiArtigue : une fois cette propriété de
I'addition enseignée et acquise, un éléve a tdaitdes moyens de ne pas écrire "15 garcons + 14
filles = 29 ans ", c'est-a-dire qu'il a une armepecontrer le contrat éducatif tel qu'il est dépair
M. Artigues. Il est bien entendu que l'introductidn calcul sur les grandeurs et lI'enseignement des
rudiments du calcul dimensionnel ne permet pasédeudre tous les problémes dan'y a aucune
"méthode" qui permet de penser entierement lesadppentre la réalité, sa perception dans la
langue maternelle et sa traduction dans un langagghématique ( dans le cas contraire, on pourrait
planifier la recherche!) L'introduction du calcul dimensionnel permet, slafe nombreux cas, en
particulier ceux cités et ce n'est déja pas si atadlans la totalité des cas ou l'on est dansdee@du
SlI, de donner des indications sur les opérationsliaer pour résoudre un probléme et d'éliminer un
certain nombre de fausses solutions.

Mais la question n'est pas la mais dans un fdt précis : Michéle Artigue, qui est une des
plus renommeées parmi les représentants de la @jdactles mathématiques, choisit d'illustrer, dans
un article intitulé Mathématiques, les lecons d'une ctisensacré a une question fondamentale, le
bilan "des maths modernes" ce qu'elle appellere@@e un concept central, "le contrat didactique",
par l'analyse d'exemples de résolutions de proldémensés particulierement bien démontrer
I'efficacité de ce concept. Nous avons donc tolgesgaranties nécessaires pour que les exemples
traités soient exemplaires : or il se trouve queedieves n'auraient pas fait les erreurs signaiées
leur avait appris une notion qui est non seulenietd@rdite depuis la mise en place des maths
modernes mais dont l'interdiction a été considémdame le point le plus important dans la mise en
place de cette réforme pas par n'importe qui mai$ APMEP qui en a été le plus vibrant porte parol
notamment dans le numéro spécial de sa revue gérjsatement a sa mise en pfdce

Or

1) dans le bilan qu'elle fait de la réforme desh@atatiques modernes, Michéle Artigue ne
parle pas de cet aspect de la réforme considérénedondamental pour ses promoteurs

2) pour analyser un exemple qu'elle considere rlsre comme exemplaire, elle oublie
précisément de mentionner les rapports que cesieasrentretiennent avec l'interdiction formulée a
I'époque des maths modernes, dont dix ans apreargole on n'est pas revenu (voir les programmes
de primaire adoptés en février 2002 ).

C'est donc un euphémisme que de dire que cela portertain ombrage a la validité de cette
utilisation du concept de "contrat didactique" etdlan des maths modernes qui est fait danglart
Mais il faut reconnaitre une certaine logique aecposition : elle nait comme problématique associé
a la naissance des maths modernes et reste fidék@rigines en refusant d'intégrer dans sessasly

les pans du savoir qu'elle a supprimé.

1 voir infra "Quelques éléments sur I'enseignemesbgérations sur les grandeurs'
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L’ordre de grandeur sans les grandeurs

Mais Michéle Artigue fait une remarque supplémeatgui est importante puisqu'elle dit
gue les éléveat choisissent méme pas au hasard les opératidhest tout a fait vrai que les éléeves
expriment par-la le besoin de cohérence qu'onrkfuseet ils vont justement le chercher dans le seul
renseignement sur lequel on insiste a n'en plusdin est "de vérifier I'ordre de grandeur”. N'ayg
d'autre renseignement sur la nature de l'additiomee outils de modélisation, ils utilisent ce cati e
disponible. On voit donc que lintroduction de l'ordre de graumd sans les grandeurs n'est pas
seulement un manque (parler de ce point de vest garler du point de vue de celui qui connait ¢
qui manque ) qui n'existe pas pour I'éléve, maifaied'inciter I'éléve a utiliser des outils poum
usage pour lequel ils ne sont pas congus.

Un document ameéricain intituké Student's Misguide to Problem Solvimgntre, bien qu'il
soit humoristique, le type de stratégies employp&edes éleves pour "trouver la bonne opératiba".

Voici ;

Rule 1: If at all possible, avoid reading the plern. Reading the problem only consumes time
and causes confusion.

Rule 2: Extract the numbers from the problem im ¢inder they appear. Be on the watch for
numbers written in words.

Rule 3: If rule 2 yields three or more numberg liest bet is adding them together.

Rule 4: If there are only 2 numbers which are apmately the same size, then subtraction
should give the best results.

Rule 5: If there are only two numbers and one uelmsmaller than the other, then divide if it
goes evenly--otherwise multiply.

Rule 6: If the problem seems like it calls foaniula, pick a formula that has enough letters
to use all the numbers given in the problem.

Rule 7: If the rules 1-6 don't seem to work, maRke last desperate attempt. Take the set of
numbers found by rule 2 and perform about two pagfesandom operations using these
numbers. You should circle about five or six amsvem each page just in case one of them

happens to be the answer. You might get someapertdit for trying hard.
On retrouve bien la la stratégie que j'ai vue eyddopar la majorité des éléves arrivant en

college, éléves a qui on n'a pas donné de définiies opérations qu'ils utilisent et qui n'ont été

habitué qu'a résoudre des probléemes en une étapeun probléeme comporte deux données
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numériques, ils tapent a la machine les 5 opératmpssibles pour eux ( puisqu'ils font, pour les
meilleurs, la division dans les deux sens) et étmamt lebon résultaten fonction de l'ordre de

grandeur qui semble compatible avec la nature slulte.

Interméde : ordre de grandeur et calcul approché

On peut méme rajouter un commentaire supplémensairece sujet. Le sujet central de
l'article"A Coherent Curriculum : The Case of Mathemafitsdont les conclusions peuvent s'étendre
a d'autres domaines que les mathématiques, estaeid a partir de I'enquéte internationale TIMMS
guelques caractéristiques que partagent les natigingbtiennent les meilleurs résultats a ces teists
qui les opposent a celles qui réussissent le nimars Or de hautes performances sur calcul approché
dont le calcul sur les ordres de grandeur n'esihgupartie, ne caractérisent pas du tout une exosl
guelconque au niveau mathématique puisque les U&Allent en calcul approché. Il est bien sdr
possible de transformer ce qui n'est pas un criténgussite en un succés en prétendant que elast ¢
qui est important :

«Aujourd’hui, on demande aux éléves de comprendrgudls font et plus seulement d'étre
experts dans une techniqueseuligne Claude Deschamps, professeur au lycésdexGrand,
membre de la commission de réflexion sur I'enseigmg des mathématiques du Conseil
national des programmes (CNP). A la questiaombien fait 28 divisé par 52tes éleves de
CM2 sauront répondre5 et il reste 3»L'important, explique-t-on, est de comprendre gc&

ne tombe pas pile’

Ce qui est un peu ridicule est l'affirmation qs Idirectives de I'école du début du siécle
recommandait seulement détre experts dans une techniguec'est-a-dired’apprendre sans
comprendre par un membre d’'une génération qui a justifiu@pression de la partie « Sens de
I'opération » dans I'apprentissage de celles-ci.

Ce qui est par contre le comble du ridicule espdsenter comme un progres par apport au
passé et un@anovationque les éleves de CM2 "sauront”" répondre &t il reste 3 & la question

"Combien fait 28 divisé par 5?" . C'est le comhleridicule parce que

12nA Coherent Curriculum The Case of Mathematiéé,"by William Schmidt, Richard Houang, and Leland Coman
American Educator , Eté 2002.
http://www.aft.org/american_educator/summer2002iculum.pdf

13in Opération pour sauver la divisippar Emmanuel Davidenkoff, Alain Auffray, in Liksion, jeudi 10 janvier 2002.
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i) Il s'agissait d'une recommandation précise desciives pédagogiques des années 20 qui

conseillaientde savoir par cceur les tables de multiplication'éavers ™ et "quand ¢a ne tombe pas

juste®,

ii) Cette directive ne s'adressait pas au CM2 raai€E2 . On en trouve une trace trés précise
dans le manuel de I'éléve de neuvieme ( c'estea@li2) datant des années 1920 et encore employé
par linstitution Hattemer & Paris ou il est ditteellement dans la lecon de la page 69 ( consacrée

entierement la maniére d'apprendre les tables de multijpdicat:

Comment on révise la table de multiplication ?

Les éléves de neuvieme ne doivent pas savoir siraptda table de multiplication dans l'ordre
des chiffres , comme les tout-petits.

lls doivent non seulement pouvoir répondre trés gitand on leur demande combien font 3x7?
...8 fois 6 ?... dans n'importe quel ordre; mais iltfamcore que la table de multiplication leur
permette de faire sans peine les exercices suivants

1° Dites trés vite, en commencant par le plus petiels sont les nombres qui figurent dans les
tables des 7, des 4, des 9...

[...]

6° Dites de combien 45 dépasse le nombre qui Sapprle plus de lui dans la table des 7? Des
6 ? des 87

Exemple : 45 dépasse de 3 le nombre 42 qui reptégefois 7.

Méme question avec 29 par rapport a la table des 4fgs 57 [...]

Poursuivre ce dernier exercice avec d'autres nosb@ui saura bien le faire effectuera sans

peine les divisions les plus difficités

iif) On la trouve encore dans les 10 de 1945 ...datg celles de cours élémentaire mais dans
une forme abrégée qui signifie qu'elle suffisaitipétre comprise . Le fait de détailler les direesi
sur le sujet dans les commentaires actuels sigaifiecontraire que ceux qui ont participé a la

destruction de ce savoir sont obligés maintenaie depréciser :
Quotient et division d'un nombre a un chiffre.dlf savoir reconnaitre que le quotient
n'‘a qu'un chiffre, trouver ce chiffre et le resté.faut pour cela connaitre les tables de

multiplication et savoir y placer de mémoire lesnwes intercalaires.

Il faut souligner enfin que cette mise en avarificiglle de I'enseignement des ordres de

14 Pour plus de précisions, voir : Michel DeloE¥aluation cinquiéme : le niveau montgpage 14.
http://michel.delord.free.fr/eval5.pdf

15 Jacques Bertirt,ivre de calcul pour la neuviémenprimerie de Montligeon, Montligeon, Orne.
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grandeurs effectuée dans le contexte de non emseant du calcul sur les grandeurs — avec tous les
effets pervers signalés - est un point centraladgokctrine officielle. En effet, pour Claude Thedit
Philippe Joutard, c'est la nécessité de I'utiiisates calculettes qui détermine celle de la rsaitles
ordres de grandeurs, ce qui fait que la pratique agérations sur les nombres entiers n'est pensée

gu'en fonction de cette maitrise. Tout un prograngui promet d'autres effets pervers :

En mathématiques, il faut préciser pourquoi on soieh si on le souhaite, continuer a
enseigner des choses que les calculatrices sagentjrtout sauront faire dans les années et
les décennies futurts Pourquoi, par exemple, tenons-nous & ce queléa®® sachent faire
les quatre opérations de base, alors qutil suféiuples faire de savoir pianoter sur les
calculatrices ? Est-ce parce que la maitrise dedres de grandeur - indispensable pour un
bon usage des calculatrices - requiert nécessaintroelle des opérations ? Nous pensons
personnellement que oui et c'est la raison pounddie la baisse récente de la maitrises des

opérations sur les nombres entiers a Itissue dmlégprimaire nous inquiét]e7

Apprendre a résoudre des problémes en résolvant des problémes gu’on ne peut pas

résoudre ?

On vient de voir comment ['utilisation exclusive clincept de contrat didactique dans l'analyse
d'une situation permet de masquer linfluence duiatium et de la progression sur la situation
étudiéé®,

On pourrait montrer de la méme maniére que l'atiti; de tous les concepts introduits depuis
les années 60/70 pour penser I'enseignement degmmaiques, lorsqu'ils sont utilisés en dehorsade |
référence a la logique des contenus enseignéspnteqee des fausses oppositions qui ne prennent
corps que dans la mesure ou elles répondent aiffiesltés provoquées par une conception fausse
des progressions et des méthodes d'enseignementoncepts ne sont donc pas dascepts-clégt
ces conceptions se comportent alors comme des gépaux maladies nosocomiales du systéeme
gu'elles ont elles-mémes en partie ou grandememnoguées. Mais le plus grave n'est pas qu'elles
soient basées sur de fausses oppositions maiet l'leff méme de ces fausses oppositions sur

I'enseignement lui-méme : ce sont de fausses répansles vrais problemes ( car un éléve qui essaie

16 Outre son caractére utilitariste qui ne défini pa tout les contenus enseignés en fonction desrisede la connaissance
scientifique mais en fonction de la capacité dagil des objets techniques sans en comprendre¢éédonement, la these
On peut commencer a supprimer tout de suite damsdignement ce qui sera peut-étretile plus tarda déja une triste
histoire puisqu'elle a déja servi de multiples feisentre autres, a négliger I'utilisation de Enmire humaine puisque les
mémoires informatiques devaient y suppléer.

17p. Joutard et C.ThéldRéussir I'école, Pour une politique éducatiie Seuil, septembre 1999, page 179.

18] n'est pas étonnant que ceux qui mettent en estertype d'analyse disdas programmes, ce n'est pas teute qui est
plus que vrai — car justement ils n'en voient paBuence.
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de résoudre un probleme d'arithmétique en s'appwsanun enseignement deembres pursa de
vrais problemes) qui, ce faisant, contribuent a dggraver et a créer ainsi urbesoin de
conceptualisation fermé dans la méme problématapre la réalisation ne peut qu'aggraver encore la
situation.

Reprenons I'exemple basée sur le traitement pépamtM. Artigue des problemes " d'age du
capitaine " : une méthode efficiente pour traitequestion dees "problémes infaisablé§’ est de
prendre du temps pour donner des méthodes pouadeesdes problémes scolaires et faisables et
notamment de donner les rudiments du calcul dirensil qui permettent de supprimer un certain
nombre de solutions qui sont incohérentes par mapgax choix des unités. Ceci permet une
compréhension plus effective de ces questionsaetdifférence, permet de voir le caractere infdesab
des problemes " d'age du capitaine " : cette métimdebt pas absolue mais celles qui prétendem I'ét
sont a priori fausses.

Tout au contraire, dans la mesure ou la visionntgoexclusivement comme explication des
échecs des éléeves le fait que dans la quasi totalité des probléemes scolaidane part toutes les
données nécessaires a la résolution sont fourdiaajre part toutes les données fournies sontaitile
la conséquence va étre de minimiser l'importanceeediminuer le temps passé a résoudre les
problémes classiqu®q c'est une composante importante de la disparités problémes de mélanges,
de crédit, de proportionnalité inverse, etc.... cefgit que ces types de problémes devienrent
aussides problémes réellement infaisables pour touglkaes) tout en leur faisant faire un plus
grand nombre de problémes type " age du capitdnde" résultat en étant de diminuer encore les
capacités a résoudre des problémes et a reconleaitpeoblémes infaisables : un ami prof en IUFM
me signalait qu'une des grandes modes actusslegistement de conseiller aux instituteurs ateeg
de faire faire aux éléves un maximum de ce typerddlemes, le tout étant soutenu par I'édition

pédagogique qui sort actuellement des recueilsldditte est du type : 1000 problemes infaisables.

Pertinence du contrat didactique et transmission des savoirs

Une double remarque pour finir :

19 En tenant compte du fait qu'il n'existe pas dehodts absolues sur le sujet : on ne peut guérepdlis loin que ce que
disait Lebesgue : il y a méme des domained gta des nombrest ou l'arithmétique "ne s'applique pas" : si kjoute 3
liquides miscibles , on trouve 1 liquide.

20 ce débat pourrait déborder sur la question du ragpdre leproblémes scolairest lesproblémes non-scolairesa mise
en avant des Olympiades ou du concours du Kangaoueosemble une excellente chose a condition tastgtoelle ne serve
pas d'excuse a la présence d'un curriculum scaléfieient.

Pour un débat sur la nature d&srd Problems voire les positions notammeniAddréi Toom( textes sur mon site ) et la
critique qu'il fait des positions déorris Kline.

21 Dans le cadre de ce court texte, je ne m'étensls-mt cela peut fausser le sens de ce que jeffiinion ne tient pas
compte de cette remarque - sur la différence éedreifférents types de probléemes en partant dr catoutesles données
sont excédentaires puisque la question poséeeatient aucun lien avec les données pour allenjjasceux ou il manque
simplement des données ou a ceux il y a les doméEssaires accompagnées de données surabondantes.
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i) Pertinence du contrat didactique Je ne nie pas, méme si l'on employait ce que je
recommande, qu'il existerait des éléves - certasidmp moins nombreux- qui considéreraient que
faire un probléme, c'est essentiellement utilises les nombres donnés dans I'énoncé. Ce qufisigni
gue le concept de contrat didactique n'est padestnent non pertinent, la question de savoir 'sgit
d'un concept cléétant une autre question, mais que sa pertineziave ne pourra étre établi que
lorsque I'on l'aura validé dans des situationpptentissage ou, pour le dire vite, tous les préseq
nécessaires auront été enseignés a la populateologuétudie.

Ce que je nie par contre c'est que la solutionngéisfie pour résoudre ce type de difficultés soit
la réponse mécaniste aftarme de la question qui consiste principalement a faire résoudre des

problémes ou il ne faut pas utiliser tous les naslue I'énoncé.

iii ) L'enseignement n'est plus vu comme une simpleniagi®n des savoirsC'est le chapeau
( page 58) sous lequel Michéle Artigue montrendaveautéet justifie la pertinence de la conception

de I'enseignement usant du contrat didactiqueitde ¢

"Dans une perspective de l'apprentissage ou l'orsidénerait I'enseignement comme une
simple transmission, le savoir passant d'un émet{anseignant) au récepteur (I'éléve), ces
considérationgi.e. les problématiques touchants au contrat tijlae MD] pourraient paraitre absurdes.
La, les roles sont clairement attribués : a lI'egseint de bien expliquer le contenu du cours, de
donner les bons exercices , de montrer par sesectans les productions attendues, a I'éléve
d'apprendre son cours, de faire les exercices dei@mnSi chacun remplit bien son réle et si I'éleve
n'est pas inapte aux mathématiques, il doit apprentfais, on le sait les choses ne sont pas si
simples. Peut-on garantir que les connaissancesieanes vont nécessairement suffire a

I'apprentissage des nouvelles?...

La premiére difficulté dans ce passage est larghtien d'une conception de I'enseignement
sous la forme d'unperspective de I'apprentissage ou I'on considétdranseignement comme une
simple transmission, le savoir passant d'un émet{enseignant) au récepteur (I'élevejuelle
conception vise-t-elle parmi les grandes conceptlustoriques de la pédagogie sur les deux dsernier

siecles?

Elle n'est, & mon seffs caractéristique que de la méthode scolastigiams son combat pour
la méthode intuitive qui est lI'axe des directivesla pédagogie de la troisieme république, cast |

conception critiquée pdferdinand Buissoriés 1887 sous la caractérisationrdle de I'abstraction

22 C'est-a-dire parmi les grandes conceptions deétiagogie. Il se peut que l'auteur vise précisérneet
tendance mineure que je ne connais pas.
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dans la méthode déductiedéfinie par le fait deféire apprendre aux éléves ces définitions, puis en
déduire les régles ou formules, et continuer a@rsiconstruisant définition apres définition, chagit
par chapitre, tout I'édifice théorique de la sciensauf a leur en faire ensuite les applicationssso
forme d'exercices, de problémes, d'exemples“effet, toute conception de I'enseignement déstin
I'enfancé* qui part de la volonté d'enseigner d'abord l'alitsique ce soit en faisant découler la vérité
de toutes choses des mystéres de la Trinité ou ndépaetir d'une position constructiviste, est bien
obligé d'étre une stricte transmission puisquiedie de prémisses que l'enfant ne peut pas coenaitr
Elle peut donc également viser par sa définitiormméa pédagogie des maths modethes les
didacticiens qui ont participé a la promotion dé#ecpédagogie mais je ne pense pas que ce saisle ¢
On est donc amené a penser que la conceptionndeifmement réduit a la transmission des
savoirs telle que mise en avant par M. Artigue par fonction que de créer un opposant fictif

construitad usurmpour qu'il puisse justifier la thése contraire.

La deuxieme difficulté, qui est un véritable pareel@st que M. Artigue se sert de I'exemple
d'analyse des problemes d'age du capitaine a thidmntrat didactique pour minimiser le réle de la

transmission des savoirs dans l'enseignement . s glar, trés précisémenson analyse péche par un

manque d'attention & la transmission des savoisg@ porte donc non seulement un coup a la
pertinence du contrat didactique mais égalemena#tagues contre une conception de I'enseignement

le définissant comme transmission des savoirs.

Bien sdr, et ¢ca ne sera une surprise pour pees¢gantendance a penser que le réle central de

I'école doit étre ( je n'ai pas dit est) la transmission des savoir€eci ne signifie aucunement a)
gu'elle n'a pas d'autres roles que ce role celnyrgue ce role central considéré comme processus se
réduise a un transfert vers I'éleve qui ne seraitigréceptacle au début vide, l'apprentissage
n‘aboutissant qu'a une augmentation quantitativedestock de connaissances. C'est d'ailleursee qu

je disais le 5 avril 2000 dans un message surterr&MF intitulé 'Survol : sciences de I'éducatlon

23 Références : Ferdinand Buisson, articles sur |'atigiraet la méthode intuitive

24 J'ai bien dit & l'enfance et pas l'adolescencst-a'elire que le role de l'intuition si il est gument exclusif dans I'enfance
doit servir le plus tdt possible comme base dé&dduction de I'abstraction. Ce qui ne signifie pas plus qu'une fois que
I'on peut s'appuyer sur la pensée abstraite, cetlevient autosuffisante et n'a pas en permaneesein de l'intuition pour

la stimuler : consulter F. Buisson. Par contre @eglique que ma critique des mathématiques modenfimplique pas le

contenu mathématique de celles-ci mais simplenterblonté d'enseigner en primaire et dés le ddbugelui-ci un contenu

abstrait défini, par exemple, par ce qu'avance Ert€lde Chambéry. Et il me semble , mais c'est utre histoire que je ne

développerai pas ici bien qu'ayant pas mal d'élérfactuels et d'analyses sur cette problématiguié,aurait été possible

d'enseigner les bases d'un véritable contenu dé&matiques modernes au lycée ( par exemple, nddaroupes, d'espace
vectoriel...) si I'on n‘avait pas tenté de I'enseicau primaire.

% ce qui fait que cette pédagogie qui s'est présearuganeirruption de la modernit§J'emprunte ce terme a Michele
Artigue : premiére page de son article , pagé #présentait en fait, en tant que théorie pédiggeg une régression sociale
et historique, véritable retour en arriére nonyes ce qu'elle prétendait critiquer, i.e. les#¥pédagogiques "d'avant 60",
mais a une pédagogie réellement moyenageuse eteantéa Jean Jacques Rousseau. Une conséquenct gueda
nouveauté, l'innovation, le progres en généralmesgnt plus se prévalair priori du soupgon de régression sociale lorsque
I'on passe de la découverte scientifique a sa emseuvre comme ingénierie sociale.
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"Si I'on s’en tient a l'affirmation que les enfartenstruisent leurs savoirs en l'opposant a la
conception de “l'apprenant” comme “un sac vide”, ést bien évident qu’elle est vraie
puisque l'intégration d’'une nouvelle connaissangni$ie simultanément une intégration de
la nouvelle connaissance a la connaissance prédéden Une nouvelle connaissance n’est
donc pas un simple ajout mais une réorganisatiars glu moins compléte de la structuration
de leurs systemes de pensée qui se reconstitemeioh de cette “découverte™

Je pense que le réle central de I'école doitlétbensmission des savoirs dans l'absolu et que
c'est cet aspect qui doit de plus étre soulignénains depuis une quinzaine d'années parce que,
justement, la tendance est & la disparition deds?®r Dans ce contexte , les critiques contre I'école
concue comme usimple( ? ) lieu de transmission des savoirs sont gusdinentes que celles qui
mettent en garde, d'ailleurs depuis la méme épaqumre les risques dértuosité excessive en calcul
dans un contexte de non-maitrisé généralisée deaiel

® Dans le cadre du grand débat", le premier ministre souhaite qu'a l'issue du débat, le ministére de I'Education
nationale "devienne, par volonté commune de la Nation, plutét une véritable maison d'éducation qu'une machine
a instruire". C’est vrai qu’elle instruit encore trop.
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Quelques éléments sur I'enseignement des opérations sur les grandeurs

Enseignement des opérations sur les grandeurs et enseignement des grandeurs

Le titre de ce "chapitre" est explicite et netveas traiter de I'enseignement des grandeurs en
général mais de I'enseignemeet opérations sur les grandeu@ar c'est ce qui est considéré comme
central par 'APMEP au moment de la réforme deshsatodernes et pas n'importe ou mais dans le
numéro spécial que consacre cette organisationCadeBprogrammes transitoires du primaffequi
a représenté la plus grande avancée de cette gfamicle paru plus deux ans aprées la parution du
BO, ce qui donnait un temps de réflexion critique.

« L’abandon des " opérations sur les grandeurs "l@eh la mutation fondamentale
apportée par les programmes transitoires, c’est fui transforme profondément les
démarches de la pensée dans I'enseignement élénaenta
Marguerite RobertJn nouvel état d’espripage 172

Cet abandon du calcul sur les grandeurs dans &' pas argumenté en tant que tel mais
figure sous la forme suivante :

«Les phrases telles que 8 pommes +7 pommes = 1Bpsm’'appartiennent [pas] au
langage mathématiques

Ceci est bien sdr une absurdité certes pédagogigie surtout mathématique puisque dés
1968, soit deux ans avant la publication du B.Qquettre ans avant le commentaire de I'APMEP, le
grand géomeétre Hassler Whitney — c'est-a-dire @seasticles ne pouvaient pas étre ignofés
publiait un article qui donne un cadre mathématigaématique, "moderne"”, au calcul sur les
grandeurs. Il s'agit dehe Mathematics of Physical Quantiffe$l y déclare notamment — et démontre
en donnant une structure mathématique sous-jacepté est tout a fait "mathématique” d'écrire :

5 cakes + 2 cakes = (5+2) cakes = 7 cakas bien2yd =2 (3 ft) = 6 ft
Le conteste de l'introduction montre méme qu'ievixplicitement les maths modernes en

dénoncgant notamment I'absurdité des obligationgalgiéres du typ®n ne dira pas un segment de 5
cm mais un segment de mesure Samsqu'il y dit explicitement :

2T BOEN, N° 5, Jeudi 29 Janvier 1970
2 |n La mathématique a I'école élémentaiRaris, Supplément au bulletin APMEP n° 282, 1502, pages.
2 BOEN, page 355.

30 Marcel Berger fait référence par exemple récemraesat notion deourbe stablelansLa taxonomie des courbés,Pour
La SciencgJuillet 2002, pages 56 a 63.

31 The Mathematics of Physiscal Quantites

Part I: Mathematical Models for Measurement, Fedmu1968

Part 1l: Quantity Structures and Dimensional Anagysiuly 1968

In American Mathematical Monthly. Vol. 75.

J'ai publié l'introduction qui se trouve &ittp://michel.delord.free.fr/lh_whitney.pdf
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The fact that "2 yd" and "6 ft" name the same elgméthe model enables us to say
they are equal; there is no need for such mysterfhrases as "2 yd measures the same as
6 ft."

Ceci prouve entre autres que la pratique du calaules grandeurs est bien plus "moderne”
que la réduction du calcul au calcul sur les n@sipurs.

L'APMEP : justifications

On peut montrer également que la critique faite [pPMEP vise bien ce que je dénonce
supra c'est-a-dire pas seulement le non-enseignemeséraglédes grandeurs mais bien la référence a
I'analyse dimensionnelle dans I'enseignement désatipns et de la résolution des problemes puisque
dans le méme numéro spécial de 'APMEP, on troepatagraphe suivant :

Commutativité

La multiplication est une opération commutative.

Les Instructions de 1945 parlent en plusieurs eitgrale "nombres concrets". Cette
expression, qui est proprement antinomique, canambre ne saurait étre concret, a porté grand tort
a la commutativité de la multiplicatiéh Il n'y a pas a distinguer multiplicande et muitpteur ; si
on les distingue souvent, c'est parce qu'on pehsedces "nombres concrets”, 3 sacs de 7 oranges,
15 barriques de 228 litres, qu'a des nombres. Lleigfe ces mots ne se justifie pas (I'emploi detsmo
soustractande et soustracteur se justifierait s@n passe aisément d'ailleurs).

"Quelle est l'unité du multiplicande ? " Les litré®u multiplicateur ? " Les barriques. "Le
produit a la méme unité que le multiplicande" déela maitre. Puis, se ravisant a cause de cette
curieuse unité barrique, injustement éliminée eessuvenant de ses cours de Physique du Lycée : "En
fait, c'est 228 litres par barrique". Cette noueellnité, le litre-par-barrique, ou I/ba lui fait peet il
interrompt sa lancée. Il fallait I'interrompre, biesOr. La sagesse, méme si c'est une petite réwolut
dans nos classes, c'est de considérer que la ricétiipn agit sur les naturels, que les naturelsitso
15 et 228, et non 15 barriques et 228 litres.

Une pédagogie ancienne, mais pas disparue, fat diiSi tu veux trouver des litres, il faut
que tu commences par des litres". C'est peut-éwetads dogmes, un tel arbitraire, de tels
entrainements mentaux, qui empéchent les enfardsmprendre. En voici d'autres : quand on divise
des francs par des francs, on ne doit pas trouesrfdancs ; quand on divise des litres par des sjase
on trouve des litres.

Les tenants des "nombres concrets" protesterdahsémble des deux mains contient 5 doigts
* 2 =10 doigts. Il faudra qu'ils acceptent qu'ilrd@nt aussi bien 2 doigts5 (2 pouces, 2 index, etc.)

; que 3 sacs de 7 oranges contiennent 7 orarfigg®u aussi bien 3 orangé&s7 (3 oranges que jai
placées dans les sacs a raison d'une par sac, daistres, etc., et ceci 7 fois). lls en contienrgnt
7,0u 73 ,0u 21.

La commutativité de la multiplication n'est pasdévite chez les enfants. Ils la découvrent
quand, disposant des objets en 3 rangées de dédsuvrent 7 rangées de 3 ; et c'est bien |a I'idée
plus simple. On peut aussi leur proposer d'envisage produit cartésien d'ensembles ; ces mots
savants ne sont rien d'autre que ceci : 3 fruiidcts, une pomme, une poire, une banane, posés de
toutes les fagons possibles sur 7 assiettes dewautlistinctes, a raison d'un fruit sur une agsiet
comme au restaurant ; en remplissant les cases tdbleau, ils voient, la encore, 3 colonnes de 7
cases ou 7 lignes de 3 cases.

Des situations trop concretes, 3 sacs de 7 oramiggjent de rendre la. commutativité moins
claire. De méme pour les adultes : si un pain voaoarrit 3 jours, vous mangerez 7 pains en 3
semaines puisqu'une semaine dure 7 jours ...

Tout de méme, beaucoup de chemin parcouru depaitegunstructions de 1945 déclaraient

20onna jamais eu une seule preuve de cette aff’mat on n'a jamais rencontré une portion stgtigtinent significative
d'éléves des années 20 qui ne savaient pas qudtiplication est commutative méme s'ils n'empleydipas ce mot.
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gue la commutativité de la multiplication devaiteéapprise aux éléves non par une preuve théorique
(que serait une preuve théorique ? ) mais "par c@sstatations faites plus ou moins méthodiquement
dans la table d'abord, ensuite sur des opérations".

L'apprentissage par coeur primait la compréhensicm.table de multiplication, toute faite,
observée comme on observe une Renoncule, et laiqaehopératoire, toute élaborée, enseignée
dogmatiquement, servaient d'arguments, sans qitaams ce cercle vicieux une mauvaise nourriture
pour les enfants. Ce qu'on lit dans la table y & étis quand on a étudié les propriétés de la
multiplication, et les techniques qui permettembtenir le produit de deux naturels supérieurs a 10
résultent de cette étutfe

J'ai déja critiqué en partie ce texte — c'est-a-dgir le probléme dessacs de 7 orangex en
montrant la continuité avec les orientations atesel- et je reproduis cette critiquefra (
Multiplicateur et multiplicande : des notions ine8 voire nuisibles 9 : je pourrais montrer que
P. Jacquemier s'appuie a plaisir sur certains t#faéels de I'enseignement des rudiments du calcul
dimensionnel tel qu'il a pu étre pratiqué — mateer mais qu'il ne s'en sert pas pour I'amélipoar
gue je fais par exemple en montrant les faibled®segpression telles qu@n n'ajoute pas des vaches et
des cochon} et se sert pour cela d'exemples les plus dé#fickt situés a la limite des compétences de
I'enseignement primaire ( d'il y a un certain noasbd'années, a I'époque ou on enseigoaiesles
opérations sutoutesles fractions a I'école primaire).

Par exemple , lorsqu'il donne I'exemple desdipar barriques :

i) Face a ce problérie il y a une explication simple qui est de recotmeala
différence entre le multiplicateur et le multipiicde en reconnaissant celui qui , dans la
situation donnée, représente la répétition du nemtte fois et le nombre concret qui
représente la quantité répétée, c'est-a-dire dplas®r dans le cas dans lequel lI'on peut
toujours se ramener pour une multiplication qui est ledprod'un nombre pur ( nombre de
fois ) par un nombre concret.

Dans ce cas, l'opération correspondante est HiBr228 litres et pas 228x15 barriques.

Lorsque je dis que I'on peut toujours s'y rameciest que l'on doit enseigner l'identité
canonique

auxbviu =axbv (= bv/uxau),

mais que la compréhension de celle-ci est & lddichii primaire, suppose une bonne maitrise
de la solution précédentet suppose d'avoir dépassé, en ayant compris @sskpent, la
regle tout a fait justifiée dans les débuts dppfantissage de la multiplication qui est de
systématiquement placer le nombre concret avamtolabre abstrait, c'est-a-dirombre
concretx nombre puren le formulant par exemple Si tu veux trouver des litres, tu
commences par des litte8ien évidemment, la formulation plus abstrait@ enon avis tout a
fait accessible dés le CE est : le produit a la sm@mité que le multiplicande .

ii) La position de P. Jacquemier, tout au contraifgce a une difficulté de
I'enseignement du calcul des grandeurs, diffictd&le et qui ne peut étre surmonté par des
trucs pédagogiquesnais dont le dépassement permet une bien meillmatrise de la
résolution des problémes , notamment des probl@®gshysique ( mais je ne crois pas que
c'était son souci) est d'éviter la difficulté etdiee : " La sagesse, méme si c'est une petite
révolution[ "' MD] dans nos classes, c'est de considérer que lapticdtiion agit sur les

3p, JacquemieRromenade au long du programme du 2 Janvier 19d@ecommentaires qui les accompagnerita
mathématique a I'école élémentaiktaris, Supplément au bulletin APMEP n° 282, 1802, pages. Pages 59 - 74

34 Le but de ce texte n'est pas d'apporter bien sfirsdaitions pédagogiques mais de dégager un espégeque en
combattant un certain nombre de positions, ce gqui permettra que ces solutions pédagogiques, ieatgoas percues
comme des trucs. Mais je suis bien obligé de doithan certain nombre de positions pédagogiquettipes.
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naturels, que les naturels sont 15 et 228, et ndnbarriques et 228 litres.'Car le
multiplication des nombre purs ne posent effectieetraucun de ces problémes parce qu'elle
est plus facile : et lI'on a la le début, probabletmau corps défendant de l'auteur, des
raisonnements absurdes sur l'allégement des praggangui seraient censés améliorer la
compréhension.

Lorsque je digprobablement au corps défendant de l'aut¢eidevrais méme dirglirement au
corps défendant de l'autewar il faisait partie d'une génération qui sowitiéritablement un fort
niveau en mathématiques et les programmes soulpaitéde secondaire a I'époque le montrent bien.
Le moteur de son attitude n'était donc pas la dégiagambiante actuelle mais une erreur théorique
dont je voudrais donner le schéma, schéma quagfais lors de conversations avec des partisans des
maths modernes a I'école pour le primaire a cqiteqée mais dont je n'ai pas trouvé jusqu'a
maintenant une explicitation compléte sous formdéraces écrites.

La logique était alors de considérer que l'oatmonologique de développement intellectuel de
I'enfant était celui de I'axiomatique : or, danscadre venait d'abord les nombres entiers sur édsqu
reposait tout le reste de I'édifice. Or, quel qoi¢ Ia justification mathématique/axiomatique qlom |
donne au calcul sur les grandeurs, il était impbsgians cette problématique de penser I'écriture d
nombre concret ( 2 metres ou 2 m par exemple )takéeriture du nombre pur 2 puisque, au
minimum , le cadre dans le quel pouvait étre p&Rsa" était un espace vectoriel de dimension 1, qu
ne pouvait étrau débt puisque la notion d'espace vectoriel venait@apelle de nombre entier. Cette
méme remarque vaw fortiori pour les opérations sur le grandeurs ou des apésatomme
2mx3nf=6n7 font appel, pour celui qui veut suivre une striaigomatique — et c'était bien le désir
affiché dans la Charte de Chambéry — a des stegckmcore plus complexes.

Retour bref dans le passé : méthode intuitive et abstraction chez F. Buisson

Si l'on fait maintenant un petit retour dans Bss®, on peut chercher les justifications de
I'enseignement direct des nombres concrets avamen@lui des nombres purs dansmathode
intuitive et sa liaison avecabstraction qui est la base théorique pédagogique de |'emseignt de
toutes les matiéres a partir de 1880. Nous le pomisddans un de ses meilleurs théoriciens qui est
Ferdinand Buisson dont nous prendrons quelquedestidans le volumineux — 4 fois 1300 pages -
Dictionnaire de pédagogie et d'instruction primaident il a rédigé la rédaction et qui a été la
référence pédagogique au moins jusqu'aux annéeés XX siécle®

Je me contenterai de quelques citations sans cotam®esi ce n'est celui-la : au lieu de traiter
I'enseignementincien de mécanique, les réformateurs des années 70emautzien fait de relire
Buisson qui semble avoir prévu leur refus de litign pour arriver a I'abstraction.

L'abstraction ( 1887) °

Son réle pédagogique. — Le rble de l'abstraction et des idées abstraitess
I'éducation intellectuelle est un des points cordreés de la pédagogie théorique, un des
problémes délicats de la pédagogie pratique. Dansiénne école ou, pour mieux dire,
dans toutes les anciennes écoles, c'est par datistr qu'on débutait invariablement, c'est
de l'abstraction qu'on faisait le véhicule de kégisement a, tous les degrés. Depuis le

3 Mais ce retour vers le passé n'est pas l'apolagadsé car on peut trouver chez Buisson ( outraniglyses purement
politiques que nous n'abonderons pas ici ) un gasdas années 1880 aux années 1920 de la défensndeignement
mettant en avant la culture générale sans la caigkutile & un utilitarisme qui ne voit plus dd'ésole qu'une préparation
au métier . Voire la deuxieme version de l'artietricationdans leDictionnaire abrégé de pédagogie de 192&icle qu'il
co-signe ce coup-ci avec Durkheim.

36 Ferdinand BuissorArticle Abstraction Dictionnaire de pédagogie et d'instruction prim&iHachette, 1887. Tome 1 de
la premiére partie , pages 9 a 11.
http://michel.delord.free.fr/fb_abstr.pdf
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commencement de ce siécle, en particulier soutuimce des idées de Rousseau, une
vive réaction s'est faite contre l'abus de l'absiba, et on est allé jusqu'a prétendre
I'exclure de l'enseignement élémentaire. Nous areygu'il y a la un malentendu ;
essayons de le dissiper en nous rendant comptepiede précision de I'un et de l'autre
systeme ; puis nous donnerons les régles qui resablent déterminer l'usage Iégitime de
l'abstraction dans I'enseignement populaire.

L'abstraction dans I'ancienne méthode (méthode déductive).

Ainsi, dans ces diverses branches, telle a éténldance primitive de la pédagogie ; et
c'est celle de tous les maitres au début de lauie : partir de l'idée générale de la
science a enseigner, la décomposer logiquement neerttain nombre de notions
abstraites, définir chacune de ces notions, fgipgemdre aux éléves ces définitions, puis
en déduire les régles ou formules, et continuesia@m construisant définition apres
définition, chapitre par chapitre, tout I'édifideorique de la science, sauf a leur en faire
faire ensuite les applications sous forme d'exescide problemes, d'exemples.

Avantages et inconvénients de ce systéme.

En un mot, I'enfant part du concret, et son maignat qu'il parte de l'abstrait, parce que
I'abstrait est plus simple. Or cette marche du Knmgu composé, du général au
particulier, est aussi peu naturelle a l'enfantlipu'est rationnelle pour I'homme. En
présence de cette discordance établie par la nettre les instincts intellectuels de
I'enfant et ceux de l'adulte, que faut-il faire?juel des deux doit se plier aux procédés
qui conviennent a l'autre? La réponse n'est patedse, c'est au maitre de marcher du
pas de I'éléve. Pour les débuts de I'éducatiote cendescendance n'est pas seulement
convenable, elle est nécessaire sous peine ddaosger, de tout compromettre. Faire
abstraire prématurément, c'est faire abstraireiyment, machinalement, sans profit
pour l'intelligence. C'est cette considération guiait de nos jours le triomphe de la
méthode ditentuitive.

L'abstraction dans la nouvelle méthode (méthode intuitive).

Avantages et inconvénients. — Si |égitime que soit cette réaction contre I'atles
procédés abstractifs et déductifs, il ne faudragdt la. pousser jusqu'a les bannir de
I'enseignement. Il ne faut méme pas reculer trapleamoment ou I'on fera de
I'abstraction la forme et la condition de toutdeignement : trouver pour chaque éléve et
pour chaque étude le moment précis ou il conviergabser de la forme intuitive a la
forme abstraite est le grand art d'un véritablecétbur. Un enfant qu'on habituerait a ne
jamais faire cet effort d'intelligence qu'exigd$taction, puis la généralisation,
risquerait de prendre une sorte de paresse daspeifourdeur ou une difficulté de
conception

extrémement facheuse, (Si I'on en veut un exeriplBpulier.)

Regles pédagogiques pour I'emploi de l'abstraction dans l'enseignement. —
Reconnaissant que l'abstraction est une facultéeib dont le développement ne saurait
étre impunément négligé ni méme ajourné, nous rameaux deux régles suivantes les
conditions a remplir pour donner a l'abstractiom séle |égitime dans I'éducation
intellectuelle.

La premiére est que l'abstraction dans tout enegignt, dans tout exercice, ait
toujours ét@récédée de l'intuition et n'en soit que le résumée.

La premiére régle a en quelque sorte son critédams une expérience toujours

facile a faire. Toutes les fois qu'une notion absr est donnée a l'enfant, vous
reconnaitrez qu'il n'était pas mar pour cetteamyts'il n'est bas capable de lui donner une

23



expression différente de celle que vous lui avézafsprendre par coeur. S'il ne trouve pas
aisément d'autres mots, d'autres exemples, d'appmEations de la méme idée ou de la
méme formule, c'est qu'il ne se l'est pas assinetégue cette abstraction est prématurée.

Conclusion. — Les explications qui précédent noesntdent de nature a faire
comprendre et tout le bien et tout le mal qu'oruaipe de I'abstraction. Faite trop tét,
faite a contre sens, au rebours de ce que veuttlse; commencant par le général, c'est-
a-dire par l'abstraction a sa plus haute puissgmmar, descendre de la au particulier,
I'abstraction est un désastreux procédé d'enseggmtem

Mais si le terme général ne se présente que quatalligence de I'enfant l'appelle en
quelque sorte pour lui servir a résumer plusiemmsabstraits, et si ces noms abstraits
eux-mémes désignent des qualités que I'enfantaabtément saisies dans le vif de la
réalité, alors l'abstraction n'a que des bienfaée est claire, facile, naturelle, presque
spontanée ; c'est un secours pour la mémoire, atiefastion pour l'intelligence, une
ressource inappréciable pour le langage. En un poel; qu'elle profite a I'esprit, il faut
gue l'esprit s'y exerce graduellement et par lunmé il faut attendre par conséquent qu'il
se soit familiarisé avec la réalité concréte avhmnta lui faire transfigurer pour ainsi dire
en conceptions logiques ; il faut s'astreindre @emander a chaque age que le mode et
le degré d'abstraction dont cet age est capable.

Intuition et méthode intuitive ( 1887)°’

On pourrait presque dire qu'il y a deux logiquedtecde I'enfant et celle de I'adulte, I'une
qui est toute naturelle et intuitive, l'autre phevante, plus réfléchie, plus méthodique.
C'est une grande tentation pour le maitre de suietie derniére voie, parce que c'est la
seule rationnelle, la seule qui satisfasse soritesfui, son besoin d'enchainement et de
déduction réguliere: c'est celle qui est vraimexturelle a 'hnomme fait. Elle va du simple

au composé, du principe a la conséquence, de la aeexemple. Et c'est justement ce
qui fatigue et rebute l'enfant.

Et les anciennes méthodes étaient inexorablesmaudeda logique sur la nécessité de ces
interminables préliminaires.

Tout cela était-il absurde, illogique, déraisone&bNullement. C'était la marche d'un

esprit mar qui, sachant réduire en idées abstriitesience qu'il doit étudier, prend tout

d'abord les plus simples et les enchaine graduelifeen combinaisons de plus en plus
complexes et toujours rigoureusement subordonmeseagrles aux autres. Tout autre est la
marche de l'esprit enfantin qui veut aller vitejateusement du connu a l'inconnu, du

concret a l'abstrait, du facile au difficile, pluffar bonds que pas a pas.

La méthode intuitive, telle qu'elle s'appligue augbhui a toutes les matiéres de
I'enseignement primaire, n'‘a pas d'autre objet dgietenir compte de ce besoin de
spontanéité, de variété et d'initiative intelletlude la part de I'enfant.

En lecture, au lieu de lui faire passer en revuéetles lettres et toutes les syllabes vides
de sens, on lui donne, dés qu'il sait deux ou tettses, de petits mots qui occupent sa
pensée, satisfont son imagination, aiguisent sasité pour les lecons suivantes, chaque
lecon portant pour ainsi dire sa récompense emadiee: I'ordre logique peut en souffrir,
et il faut que l'enfant plus d'une fois suppléeyrz sotte de divination ou d'intuition a ce
qui lui manque rigoureusement pour étre en état@ehiffrer le mot, mais c'est la
précisément qu'est le plaisir pour lui; I'obstadefranchi, il a le sentiment de la conquéte
gu'il vient de faire; il n'est pas encore a l'age lwn tient a se rendre compte

37 Ferdinand BuissorArticle intuition et méthode intuitiveDictionnaire de pédagogie et d'instruction pringiHachette,
1887. Tome 2 de la premiére partie , pages 13®9a.1
http://michel.delord.free.fr/fb_intuit.pdf
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minutieusement et consciencieusement des procéd#s a suivis, et il ne demande qu'a
poursuivre. On aura le temps plus tard de lui fainalyser ce qu'il saisit a présent d'un
coup d'ceil juste, mais trop rapide.

En arithmétique, on ne commence pas par lui réVésenombres abstraits, leurs rapports
et leurs lois: c'est sur les objets concrets gel@rce d'abord son attention, et I'on se sert
des sens non pour qu'il y ait recours toute samwas pour lui apprendre a s'en passer : le
moment ne tarde pas ou I'on peut lui faire fairééde et par intuition des opérations qu'il
ne pourra rigoureusement raisonner que bien desearapres. |l n'y a pas d'enfant qui ne
puisse faire mentalement et sans efforts des swmtisins, des multiplications, des
divisions sur les dix premiers nombres, voire mé&uneles fractions, longtemps avant de
soupgonner méme le nom des quatre régles.

La méthode intuitive n'est pas la méthode de tesigiges; c'est exclusivement celle de
I'enfance.

Retour vers le présent

Ou en sommes-nous ?

Dans la réalité des classes, depuis 73, date deentode dans I'enseignement, je n‘aauaun
éléve sur les prés de 2000 que j'ai pu avoir artiem sixiéme écrivant 2mx3giL0Ont et méme
2x3m=6nT° et je n'ai vu qu'un nombre minime, de l'ordre d'dizaine au maximum, utilisant des
raisonnements dimensionnels, raisonnements qublstious dit avoir appris en dehors de I'école.

Les positions officielles — c'est-a-dire du BO aanteurs reconnus en passant par des
organismes comme la commission Kahane) vont defddse a l'identique des positions de 70 (par
exemple les commentaires de troisieme citdga) a la reconnaissance de la nécessité de
I'enseignement des grandeurs mais sans jamais é@vlaguopérations sur les grandeurs ( et les regles
de leur écriture) et encore moins I'analyse dinmemsslle sous-jacente qui permet d'en comprendre le
sens et comme outil de résolution des problemes.

Petit inventaire :

Ceux qui sont restés strictement dans la ligne @0 - sans I'ambition mathématique de
I'époque - : parmi eux les rédacteurs anonymed'adéuel Document d'accompagnement des
programmes de troisiénfereproduisent l'antienne desathématiques purgsmais dans un contexte
de programmes vraiment tres allégé&n «nathématiques, on ne travaille pas sur les geansh. Ce
qui est une interdiction absolue du calcul sugiesdeurs.

D'un autre coté , oreparle des "grandeurs et de la mesure" mais hors dedite puisque
n'a pas été intégré le fait que l'enjeu essengiel@était le calcul sur les grandeurs et sa lia@aec
les rudiments de l'analyse dimensionnelle et quenaaque continue d'agir inconsciemment, sans
compter que la richesse pédagogique de I'enseigriatas opérations sur les grandeurs a été perdu ce
qui fait que, au contraire, il devrait étre dévelémn détail.

B ce qui se passe plutdt est qu'ils me disent sysigmeatent Notre maitre nous a interdit d'écrire commé' ¢arsque
j'écris 2x3F=6F. Ceci n'est pas foncierement étanceamla disparition de I'écriture des unités dassopérations se fait dans
les manuels dés la fin des années 50 et les |G dert déja tres prudentes sur le sujet puisgs'etleommandent I'écriture
des unités sur une ligne au dessus de I'écritun@eres purs.

39 http://www.cndp.fritextes_officiels/college/programas/acc_prg3/acc_prg3 maths.pdf
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Par exemple, sans étre exhaustif parmi les digemsix qui ont du poids — je mets a part Rémi
Brissiaud dont je parle dans l'annexe - :

- Yves Chevallard ne parle ni du calcul sur lesndears ni de sa liaison avec l'analyse
dimensionnell® mais dansLes Grandeurs en mathématiques au collége : uranditle oublié¥, il
semble oublier qu'il a aidé a oublier cette Atldatet que I'on ne peut l'utiliser en colléege quédes
éléves du primaire ont été habitués a raisonn&rcelculer en termes de grandeurs, ce qui n'edepas
cas puisqu'ils ont été habitués a raisonner etilelstrictement en termes numériques de "nombres
purs".

- Les programmes et commentaires de la commissiotatl qui se vantent pourtant d'étre exhaustifs
dans les détails des commentaires ne mentionnelat mécessité du calcul sur les grandeurs ni ne
donnent quelque élément que ce soit sur la madi@berder le calcul dimensionnel a I'école primaire

- Le rapport sur le calcul de la commission Kahamentionne la question des grandeurs et parle de
“réduction au numérique" mais ne parle pas du taoules grandeurs et encore moins d'analyse
dimensionnellé?

- L'article de Rémi DuvertFaut-il mettre des unités dans les calcifs@st probablement l'article le
plus intéressant écrit sur la question, ce qui daié je m'étendrai un plus pour en critiquer les
faiblesses. llremarque que les théorisations des maths modemeomt pas mortes puisque non
seulement on n'écrit bien sdr pas les unités dem®pérations mais on refuse méme d'écrire des
nombres concrets"Quelques instituteurs s'interdisent d'écrire 4 MG0 cm, et utilisent une fleche :

4 m -> 400 cri La premiére faiblesse de son texte est de plasguestion d'abord sous un angle
techniqueFaut-il mettre des unités dans les calcul@rs que la véritable question d3bit-on
enseigner le calcul sur les grandeursLa deuxiéme en découle puisqu'il pose cette quesiEms
faire la différence entre les niveaux scolairessatpue la véritable difficulté n'est pas de donnes
théorisation axiomatique de cette question ( pepoite que le professeur puisse se rassurer du fait
gue 2x3m est bien une écriture mathématique paneectpst une action de groupe ou un espace
vectoriel puisque I'on sait depuis Hassler Whitgag c'est bien mathématique) mais de présenter une
progression pédagogique, y compris les formes gitepdendre I'analyse dimensionnelle en fonction
de I'age de I'éleve. La difficulté est, si I'onmqmtd'exemple de la multiplication, d'expliquer coemh

on lie d'abord I'enseignement de la multiplicatitas grandeurBasique( i.e. écriture 2x3m = 6m) et

la multiplication des nombres purs au début desé@mnement primaire , ce qui suppose d'ailleurs une
définition de la multiplication gu'il ne donne pasix autres formes de cette multiplication ( 2k3F
2mx3m, 2mx3mM ....) qui ne peuvent que s'apprendre plus tard.dBhs ce contexte, comment
donner d'abord une formulation intuitive puis daspen plus rationnelle a l'analyse dimensionnelle
sous-jacente pour qu'elle soit, a chaque niveawutih utilisable par I'éleve pour la résolutionsde
problémes.

40 Ajout du 15 février 2005 ce texte a été écrit trés rapidement pour laiokude la SMF et non revu : je viens de le relire.
Lorsque j'écrivais :'Yves Chevallard ne parle ni du calcul sur les gramdeni de sa liaison avec I'analyse dimensionriglle
je visais, pour le seul public qui m'intéressememt, c'est-a-dire formé des enseignants du prim@ii ont a enseigner,
justement ce niveau primaire. Et je visais & cesauvla non-défense d'une progression pour le cdiesilgrandeurs, la
non-référence a la nécessité absolue i) d'uneitiéfirdes opérations en termes de grandeurs edlgs&mndimensionnelle ii)
de l'apprentissage des formes élémentaires demraments d'analyse dimensionnelle pour la résolde problemes.

“1 yves Chevallard et Marianna Bostles Grandeurs en mathématiques au college : uramditle oubliéeCallimaque
Revues, 1997.

2 La commission Kahane peut dire qu'elle n'a pasgader au vu de ses missions. Mais alors, quieloparler?

“3in Bulletin de 'APMEP, n° 436, p. 603-609.
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Mais en fait le probleme central de la restauratancalcul sur les grandeurs est non pas la
restauration d'un cours général sur les grandegrar(deurs-quotients, grandeurs-produit...etc, qui
peut étre cependant utile pour la formation de®ignants ) mais la mise en place en primdiee
cours spécifiques sur les calculs sur les diff@®mfrandeurs : cours sur la densité, les mélateges,
alliages, les vitesses, le calcul d'une dimensian dolide quand on connait les autres et le volume
etc... C'est par une pratique soutenue des probl&meses différents chapitres, au lieu de les
présenter comme exemple giestion de donnéeabentités mathématiques coming proportionnalité,
que I'on obtiendra non seulement la possibiliteadestauration du calcul sur les grand&ursais une
réelle compréhension de l'arithmétique, base deiapréhension des mathématiques, de la physique
et de l'algébre.

Mais cette optiqgue ( Pensez-donc, refaire des coarsrenuspermettant de traiter des
problémes aussionvenussur le prix de revient, les trois types de protdéraur les vitesses...) remet
tellement en cause les habitudes acquises depeifaqua dit qu'il n'était pas mathématique d'écrir
2m+3m=5m et que I'on a décidé que I'on enseigraitodd des valeurs mathématiques générales en
70 pour les appliquer et maintenant pour en fage exemples de gestion de données, qu'elle n'est
peut étre pas abordée parce que, méme avec tobtente volonté du monde pour réintroduire le
calcul sur les grandeurs, elle remettrait en céasprogrammes. Sans compter — horreur - |la quresti
également centrale du rble des unités de longuemme base de l'apprentissage des nombres
décimaux qui est également antagonique avec ltedpritous les programmes depuis 30 ans.
Programmes dont il est de bon ton de dire gqu'ilsor pas importants mais de les défendre bec et
ongles dés qu'on les attaque.

Donc, tout va bien et la France s'ennuie.

44 Je crains fort que, si les programmes actuelsreairitenus et si on les saupoudre de grandeur€ratrdecalculs sur les
grandeurs avec écriture des unités dans les opghafiour faire bien, on n'aboutisse trés rapidemestesadiscussions de
précieuses sur le fait de savoir dans l'absdlwalit mieux écrire 2x3m ou 3mx2, ce qui serainbians la tradition des
querelles d'écriture du type doit-on dit& mesure du segment AB est égale a 8aiB=3cmqui occupe encore les listes
de discussion.
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Multiplicateur et multiplicande : des notions inutiles voire nuisibles ?

1) Une définition du "sens la multiplication" dansin "vieux" manuel

Tiré de :

Brouet et Haudricourt Frerearithmétique et systeme métrique Cours Moydorairies-Imprimeries
réunies, Paris, 1912.

Sens de l'opération

La multiplication est une opération par laquelle @péte un nombre appelé multiplicande autant de
fois que l'indique un autre nombre appelé multiieur.

Le résultat se nomme produit.

70. - Le multiplicande et le multiplicateur se noeminles facteurs du produit.

71. - La multiplication s'indique par le signe x (ftiplié par) qui s'écrit entre les nombres a
multiplier :

8 x 5 (8 multiplié par 5).

72. - La multiplication n'est qu'une addition abéég

73.- Le multiplicande est toujours un nombre coharest-a-dire qui exprime des objets déterminés,
comme des arbres, des métres, des francs, etc.

74.- Le multiplicateur est un nombre abstrait, dquilique seulement combien de fois on répete le
multiplicande.

75.- Le produit exprime toujours des unités setlbaa celles du multiplicande
Technique de I'opération

Je ne cite pas textuellement le cours mais, iagind¢ multiplicande désigne, lorsque I'on pose
l'opération le nombre que I'on place en haut tandis quedemultiplicateur désigne celui que I'on

place en bas. La notion de commutativité étaibohiite dans ce premier but pour montrer que, dans |
cas de la multiplication de 4567 par 34, il éthisprapide de poser I'opération :

4 5 6 7 que l'opération 3 4
* 3 4 * 4 5 6 7
1 8 2 6 8 2 3 8
1 3 7 0 1 2 0 4
1 55 2 7 8 1 7 0
1 3 6
1 5 5 2 7 8
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2) Multiplicateur et multiplicande : des notionsiutiles voire nuisibles ?

Au vu de l'importance fondamentale de cette quesfipreviendrai dans un autre texte. Mais, il

me semble utile de montrer ici que M. Brissiaudedéf encore en I'an 2000, la position des

maths modernés

A la page 30 du Livre du maitre C1 il écrit, critiquant I'enseignement de la multation
telle qu'elle était enseignée avant’7@'est-a-dire basée sur le calcul sur les grasdgur
permet de distinguer le multiplicande du multiplea& :"Les réformateurs de 1970 ont critiqué
avec raison ce choix ; en effet il fait obstacldaacompréhension de la propriété de la

multiplication qu'on appelle la «<commutativité»".

D'une part, jusqu'aux années 50, la commutativéti énseignée méme si le «mot» lui-méme
n'était pas toujours prononcé car la premiéere pétprde la multiplication donnée, juste aprés sa
définition, était : Le produit de deux nombres ne change pas si I'tanvaertit I'ordre des facteut's
La tendance au "tout numérique" qui sera justii&tiquement par les maths modernes se manifeste
dés les années 60 par I'abandon de la définitida driltiplication en termes de grandéfirs

D'autre part, on peut dire que ce n'est pas I'gneeient du calcul sur les grandeurs qui était
un obstacle a la compréhension de la commutatinités au contraire la réduction au numérigue et
l'insistance absolue sur la commutativité qui dBt ¥n obstacle essentiel a la compréhension de la

5 | es réformes centrales des années 50 a 70 (es\datent suivant les pays) ont été formellembandonnées mais il en
subsiste des pans importants qui en sont d'ailleargléments les plus contestables

- c'est vrai pour les mathématiques modernes,guga France et en Israél mais beaucoup moin&)&dx

- c'est également vrai pour la méthode globaleedtute dont les responsables prétendent qu'elispard alors qu'elle
continue a exister sous des désignations diffésehtee : "Whole Language Lives Qrrapport pour ld&=ordham Foundation

deLouisa Cook Moathttp://www.edexcellence.net/library/wholelang/molatisl )

46 Rémi Brissiaud, Pierre Clerc, André Ouzouliasre du maitre CE1Edition Retz, Nathan, octobre 2000.

47| définit d'ailleurs le thangement de 7Qd'une maniére étriquée qui lui permet de justiien raisonnement : l'a
solution adoptée par les réformateurs de 1970 ddiaale : ils préconisérent de ne plus introduigenhultiplication comme
addition réitérée et de ne plus utiliser le moois”". En fait, cet aspect descriptif et partiel dedorme vise a masquer le
fait que les mouvements pédagogiques partisansndéss modernes ( APMEP par exemple) présentérenineoaspect
principal et positif de cette réforme la suppressie tout calcul sur les grandeurs en prétendgutil "n'était pas
mathématique
Voir, par exemple :
- Sur I'enseignement primaire en France (pages Dgt 1

i) Le calcul sur les grandeurs est interdit de@$ig0

ii) Cette interdiction a encore été confirmée@éilement récemment
ftp://ftp2.sauv.net/sauv/textes/milan+.pdf
ou
Compléments aToujours moins de mathématiques a I'é¢dRaur la science, Mai 2002
http://www.pourlascience.com/index.php?ids=IwjKiYRAvZgZMubPkV&Menu=PIs&Action=3&idn3=1465

8 Et méme, ensuite, en fait de toute définition ieigel de la multiplication car I'essentiel est dlliéléve en ait une image
mentalé, forme savante dupénser sans mots et des "théorémes en attegpour vous en convaincre, demandez a une
personne de moins de 40 ans de donner une définiéida multiplication.
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multiplication renforcé ensuite par l'utilisation des calculetjasne savent faire — mal d'un point de
vue pédagogique- que du calcul numérique.

Enfin, dans son texte, Rémi Brissiaud reprend smesforme modernisée la matrice méme
des arguments éculés des années 70 contre I'eeswighdu calcul sur les grandeurs. Mais reprenons
d'abord l'argument de 70 développé par P. Jacquetaies le numéro spécialde la revue de
I'APMEP consacré au soutien du B.O.E.N. introduissmmaths modernes a I'école primaire :

"La multiplication est une opération commutative

Les Instructions de 1945 parlent en plusieursreitsl de "nombres concrets”. Cette
expression, qui est proprement antinomique, camambre ne saurait étre concret, a porté
grand tort a la commutativité de la multiplicatioh.n'y a pas a distinguer multiplicande et
multiplicateur ; si on les distingue souvent, c'gsirce qu'on pense plus a ces "nombres
concrets", 3 sacs de 7 oranges, 15 barriques deli228, qu'a des nombres. L'emploi de ces
mots ne se justifie pas (I'emploi des mots soustnale et soustracteur se justifierait ; on s'en
passe aisément d'ailleurs). [ ....]

Les tenants des "nombres concrets” protesteriahsemble des deux mains contient
5doigts 2 = 10 doigts. Il faudra qu'ils acceptent qu'ilrd@nt aussi bien 2 doigts5 (2 pouces,

2 index, etc.) ; que 3 sacs de 7 oranges contigrifieranges* 3 ou aussi bien 3 orangé&s7 (3
oranges que j'ai placées dans les sacs a raisomediar sac, puis 3 autres, etc., et ceci 7 fois).
lIs en contiennent *¥ ou 7#3 ou 21."

Rémi Brissiaud n'est pas le seul a reprendre mat pot les arguments de 70 qui sont restés
guasiment intacts car la contre-réforme suivanteshématiques modernes s'est passée de maniére
particulierement bureaucratique, c'est-a-dire sgms soient discutées sérieusement les véritables
bases théoriques de la réforme précédente : I'agusur la soustraction m'a été servi tel quel I'an
dernier sur la plus grande liste de discussiorstifirieurs ... ce qui n'empéche qu'il est négatifi d'u
point de vue pédagogique.

En effet, P. Jacquemier centre le dé&batir la nécessité de donner des noms différents aux
deux nombres de départ d’'une opération et penseajserait justifié pour la soustraction. La seule
raison valable, qu’il n'avance pas ici expliciterhemais qui était donnée a I'époque était qu'ilitéta
judicieux de donner deux noms différents aux deambres de départ d'une opération lorsqu’elle était
commutative et de ne pas donner de noms difféterdqu’elle ne I'était pas. Ainsi, la logique de P.
Jacquemier est la suivante

- 'addition et la multiplication sont commutativ€a+10=10+2 et 210=10"2 ), on doit donc
donner le méme nom aux nombres de départ : leeteanles facteurs. Et il est effectivement dans
l'usage courant de dif@ et 10 sont les termes de la sommeet22 et 10 sont les facteurs du produit
20"

- la soustraction et la division ne sont pas cotatizes (10-2=8 mais 2-10=-8 ; 10:2=5 mais

“9 Promenade au long du programme du 2 Janvier 1970 et des commentaires qui les accompagnent par P.
Jacquemier in La mathématique a I'école élémentaire, Paris, supplément au bulletin APMEP n°282, 1972, 502
pages. Pages 59 - 74

%0 Je ne traite pas ici la question de l'intérétataploi de la notion defombre concrét. La solution trouvée par Stella
Baruk qui hérite des maths modernes le refus del@mde 'opposition nombre concret/ nombre puopmse d'appeler
nombrele nombre pur etombre dde nombre concret. Comme toute distinction purerteergagiere, celle-ci n'est pas
pertinente puisque

i) un nombre pur quelconque est lui-mémenombre depuisqu'il est par définition un nombre fibdés 1

i) dans la multiplication 2x3m, 2, qui doit éappelénombredans la vision de SB pour I'opposerambre dereprésente
le nombre ddois 3m.
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2:10=0,2), on doit donc donner des noms différantsnombres de départ de I'opération. On distingue
dans l'usage courant le dividende du diviseur paudivision. Mais on ne distingue pas le
soustractande du soustracteur et il est logiguseddemander pourquoi P. Jacquemier introduit ces

notions dont il admet lui-méme que "l'on s'en paésément"...

Si, dans l'analyse d'une opération, on met exauseént en avant le caractére commutatif ou
non de cette opératidn cette position est cohérente et méme intéresdarsgue que l'on ne
s'intéresse qu'a la structure logique des opématidais il y un double hic :

- il faudrait prouver que se placer de ce pointwile est justifié des les débuts de
I'enseignement

- 'usage courant (et méme par des mathématiciestsjontraire a cette logique puisqu’il y a
deux noms différents (multiplicateur et multiplickn; dividende et diviseur) pour deux opérations
dont l'une est commutative et I'autre pas tandifl gua qu’'un seul nom (terme ) pour une opération
qui est commutative (addition) et l'autre pas ($@dion).

Mais, tout au contraire si I'on se place non passtlict point de vue numérique et logique
mais du point de vue du sens des opérations lergqll s’agit de les apprendre comme outil de base
de modélisation du réel c'est-a-dire comme bagési#ution des problémes, on peut comprendre par
contre pourquoi la situation est ce qu'elle estsf(ed-dire que I'on n'utilise ni soustractande ni
soustracteur) :

- Comme on ne peut additionner ou soustraire qeegdandeurs de méme nature (cela n'a
aucun sens d'additionner ou soustraire des metmassesecondes), il est naturel que, de ce point de
vue, les deux nombres ne soient pas distinguéaeet'@n utilise simplement termes pour addition et
soustraction. Si I'on fait une addition ou une s@aesion ou les deux termes sont des métres @-est-
dire une distance), le résultat sera toujours detsa® (c'est-a-dire une distance).

- Par contre la multiplication et la division peuavdaire intervenir des grandeurs de natures
différentes? c'est-a-dire qu'il n'y a pas de symétrie génédal@oint de vue dimensionnel entre les
nombres qui interviennent, il est donc logique damsas la que les noms désignant les deux nombres
de départ soient différents. C'est a dire que lerdpn divise des metres par des secondes, ovetrou
une vitesse tandis que lorsque I'on divise desnslxopar des meétres, on trouve le temps mis pour

51 C'est-a-dire lorsque c'est plutdt I'aspect logiaxiematique des opérations qui est au premier plsect qui n'est pas
négligeable mais qui ne doit pas avoir une positiemirale pour I'enseignement primaire.
Pour plus de détails, voir :

- Sur lI'enseignement primaire en Frand@age 11 et suivantes

C) Aspect logique / aspect intuitif des mathématiquesole des grandeurs. L'enseignement de l'odire
grandeur ... sans grandeur
ftp://ftp2.sauv.net/sauv/textes/milan+.pdf

- de maniére plus générale et plus approfondie:

Ferdinand Gonsethes mathématiques et la réalité : essai sur la nd¢thaxiomatiqe, Paris, Librairie Scientifique et
Technique Albert Blanchard,Paris,1936, réed.1974.

Deux extraits :

CHAPITRE IV : LE DOUBLE VISAGE DE L'ABSTRAIT ( page 75-93)

http://michel.delord.free.fr/gonsethqg.pdf

CHAPITRE VI :LA NATURE DU NOMBRE ENTIER ( page 127-139)
http://michel.delord.free.fr/gonsethn.pdf

%2 C'est a dire gu'elles peuvenissifaire intervenir des grandeurs de méme nature : &m= 2, 6rii3m = 18ma2...
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parcourir un metre, c'est-a-dire une durée qui pas une vitesse. Autre exemple : si I'on divise d
Francs par des métres dans un probléme ou l'orattderprix en Francs de 20 m de tissu, on trouve
un prix (qui est le prix d'un métre de tissu) algue si I'on divise des meétres par des Francshtiant

la longueur de tissu que I'on peut obtenir pourahe.

Enfin, dernier argument de P. Jacquemidres'tenants des "nombres concrets” protesteront :
I'ensemble des deux mains contient 5 dofgks= 10 doigts. Il faudra qu'ils acceptent qu'ilrdeent
aussi bien 2 doigt§ 5 (2 pouces, 2 index, etc.) ; que 3 sacs de 7gascontiennent 7 orang&s3 ou
aussi bien 3 orange$ 7 (3 oranges que j'ai placées dans les sacs amadune par sac, puis 3
autres, etc., et ceci 7 fois). lls en contiennen? 3ou 73 ,ou 21".

Il est tout & vraien général et numériquemehigue si l'on utilise I'unité et les nombres a et
b, on a bien *bu = b*au®*. Mais la faiblesse centrale de I'argument est oub

- 'exemple est choigid usum delphingar I'on voit bien sur I'exemple des sacs et dasges
gu'il n'est pas extensible alors que l'auteur eeumontrer la valeur générale : s'il est tout aviai
gu'il y a autant d'oranges dans 7 sacs de 3 orapgedans 3 sacs de 7 oranges, en serait-il de méme
pour 1 323 000 sacde 423 oranges (ce qui peut exister ) et 423 dact 323 000 oranges dont
I'existence est assez aléatoire ?

- l'auteur se place d'un point de vue descriptifsdane situation qui l'arrange, mais pas du
point de vue de I'éleve qui cherche a résoudre roblgme et cherche donc I'opération qu'il doit
employer pour résoudre CE probleme, ce qui corresp®d modéliser mathématiquement UNE
situation, celle qui est décrite dans LE probleme :

- si le probleme est :Combien il y a-t-il d'oranges dans 7 sacs de 3
oranges ?, la formulation mathématique correspondante &branges 7 = 21
oranges

- si le probléme est :Combien il y a-t-il d'oranges dans 3 sacs de 7

%3 Si Carrefour achéte & un papetier 2 537 500 dexahi3,20€, le prix payé serait effectivement é&nm que s'il achetait

3,20 cahiers & 2 537 500€ I'un mais, justemeng peut pas acheter 3,20 cahiers a 2 537 500€.Dn confond aussi ici

ce qui était nettement distingué dans les couradeées 50 :

- le calcul - c'est-a-dire I'aspect numérique 1 d@ffectuer en prenant 3,2 comme multiplicatel@st-a-dire en ce sens celui
qui est "en bas" dans la multiplication,

- mais ceci correspond a la multiplication 3,2@€357 500 en terme de grandeurs qui traduit latsitn a modéliser. En ce

sens, le multiplicateur, "nombre pur" qui indiggenombre de fois est 2 357 500 et le multiplicaridembre concret " est

3,20¢€.

54 0u a(bu)=b(au), mais ceci ne reléve pas en gédéral commutativité puisqu'il s'agit en fait délafTi)=bT(a*u) ou T est
une "opération" externe et * une "opération" ineefrue I'on pense en terme d'espace vectoriehdarme d'actions d'un
groupe). ll'y a plusieurs possibilités d'axiomatiisns de cette situation : pour cela, on peutwbespar exemple, soit

- celle donnée pdtlassler Whitneyn 1968 danshe Mathematics of Physical Quantities,
http://michel.delord.free.fr/h_whitney.pdf

-soit celle donnée par Nicolas Rouche en 1992 damséns de la mesure: Des grandeurs aux nombriesregls,
CollectionFormation, Edition Dider Hatier, 1992..

Mais I'on pourrait aussi fonder axiomatiquementiatiplication sur une action de groupe. Ce chdadiailleurs
aucune importance du point de vue de I'enseignediggtt de I'opération en primaire. Le croire sesai placer encore une
fois dans la problématique piagétienne qui ideaitife développement intellectuel de I'enfant dblique de I'axiomatique.
Les raisons qui fondent la nécessité d'enseignealtail sur lesnombres concrets c'est-a-dire centralement les grandeurs
qui font partie du S| — tiennent beaucoup plusadeddagogie intuitive chére a Ferdinand Buissa, lde cet auteur :

1) LA METHODE INTUITIVE , extrait du Rapport sur l'instruction primaire a I'Exposition universelle de Vienne en
1873,

INTUITION ET METHODE INTUITIVE, Dictionnaire de pédagogie et d'instruction primaire, Hachette, 1887.
http://michel.delord.free.fr/fb_intuit.pdf

2) Les deux articles ABSTRACTION du Dictionnaire Pédagogique ( en rajoutant les coupures faites dans la
seule édition disponible, celle de Pierre Hayat, Edition Kimé)
http://michel.delord.free.fr/fb_abstr.pdf
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oranges ?, la formulation mathématique correspondante &sbranges” 3 = 21
oranges

Or, en nous placant dans la situation de référgocest I'apprentissage de la multiplication du
CP au CE2, que doit découvrir un éléve qui a conpnobléme a résoudreCombien il y a-t-il
d'oranges dans 7 sacs de 3 orangésiltoit découvrir quelle est I'opération (additi soustraction,
multiplication, division) qu'il doit effectuer podrouver la réponse. Sans utiliser toute I'arguatétt
méthodique basée sur les bases du calcul dimermdiqnndoit étre enseignée en primaire mais que je
ne peux développer ici, il doit remarquer, en sailit la définition de la multiplication qui la
particularise du point de vue de l'analyse dimenmsitle par rapport aux autres opératjogae
l'opération utile dans ce cas est bien une mutgibn dans laquelle

- le nombre qui se répéte, c'est-a-dire le multipide, est "le nombre concret" 3 oranges.

- le multiplicateur, c'est-a-dire le nombre foist ke "nombre pur" 7.

C'est-a-dire qu'il a d'abord a résoudre UN probleirie fait qu'il en résolve deux a la fois est
assez anecdotique et est ici avancé strictement p@senter la commutativité comme propriété
centrale de la multiplication dans des exemplesiaf@ment construits a cet effet et qui n'ont aecun
valeur.

En effet, si I'on y réfléchit, I'emploi du méme msac" dans les deux probléemes ne sert qu'a
faire illusion sur le fait qu'il représente dans teux cas la méme chose puisque dans le cas "1 323
000 sacsle 423 oranges et 423 sales1 323 000 oranges”, on voit que la communagigeds sur les
deux emplois du mot "sac" se distend trés nettenidais on peut aller beaucoup plus loin dans
l'absurdité d'un tel raisonnemehpuisque lorsqu'un éléve résout le problé@ermbien il y a-t-il
d'oranges dans 7 sacs de 3 orang&soh peut effectivement prétendre qu'il résoutusianément
l'infinité des problémes suivants une fois que Boadmis que les mots employés n'ont plus de sens
précis: "Quel est le prix de 7 pains a 3€ I'un"Quel est le prix de 3 pains a 7€ l'un ?", "Quels:
l'aire d'un rectangle qui a pour longueur et largespectivement 3m et 7m ?"... Il me suffirait — car
c'est cela qui est indispensable a ce stade -quepprenne aux éléves a résoudre UN probléme a la
fois d'autant plus que l'insistance unilatéralelssiliens entre les phénomeénes réels pensés smilem
au travers de liens exclusivement numériques diappela confusion entre déterminisme physique et
coefficient de corrélation ou mieux : numérologpie déduirez-vous du fait que, si je soustraisul9 q
est le millésime de ma date de naissance a 53stjm@n age, je trouve 4 qui est le numéro de mon
adresse ?

Revenons-en a M Brissiaud : il exhibe exactementméme type de probleme que
P. Jacquemier en 1972 :

" Considérons ces deux problémes de “ Recherchésliltat d'un ajout réitéré "

Combien co(itent 2 cahiers a 17 F l'un ?
Et
Combien coltent 17 cahiersa 2 F l'un ?"

On peut donc faire les mémes remarques : c'esplté du méme mot "cahier" alors qu'il ne
désigne pas la méme chose puisa@ugriori, un cahier a 2 F n'a pas grand chose a voir aveahier
a 17F qui crée une impression de ressemblance tdrgla faire croire que la similitude des régalta
numeérique tiendrait aux caracteres physiques dget'acahier. Pour s'en convaincre, il suffit de
reprendre la remarquefra de R. Brissiaud dans le cas ou les deux probléseaient : Combien
coltent 2 cahiers a 17 F' 2t "Combien coltent 17 crayons a 2'F
Mais nous allons voir que Rémi Brissiaud cependardve sur un point:

L'enfant qui sait résoudre ces problemes &8lf hiveau repére immédiatement qu'ils
se résolvent de la méme maniére en calcularit 17

5 Négatif & ce niveau d'enseignement mais lorsquedtrit 2 X+ 3Y ou 2X3Y, on effectue bien des opérations sur des
choses quin'ont pas d'autre serue celui que I'on a défini. Je reviendrai surecqttestion qui est en fait celle du lien (c'est-
a-dire a la fois ce qui lie et oppose) le calcuhBtique, le calcul sur les grandeurs et le caligdlaique.
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Mais considérons le cas d'un enfant qui n'a pasoenétudié la multiplication. Il
peut seulement résoudre ces problémes®awd au 2™ niveau. Il calculera donc 2 fois
17, (17 + 17) dans un cas et 17 fois 2 (2+2+2+22:R2+2+2+2+2+2+2+2+2+2+2)
dans l'autre. Rien ne peut lui laisser prévoir btrouvera le méme nombre. Si, dans le
premier cas, il calcule 17 + 17 et si, dans l'autas, il compte de 2 en 2 en levant
successivement 17 doigts (2, 4, 6, 8...), on nepas ce qui lui permettrait d'anticiper
gu'il trouvera le méme résultat.

L'équivalence de ces deux gestes mentaux (je akisler 2 fois 17 dans un cas, 17
fois 2 dans l'autre) n'a donc rien d'évidemtpriori et pourtant c'est elle gdbnde la
multiplication en tant qu'opération arithmétique.

L'innovation consiste donc a dire que c'est la "lcautativité" qui ‘fondela multiplication en
tant qu'opération arithmétiquieL'argument serait puissant s'il n'était pas doxt priori puisque a)
si la commutativité fonde quelque chose, ce ne ¢t que ce qui est commun a toutes les
opérations qui le sont et pas seulement la muafbn b) le fait que la multiplication est
commutative provient de la définition de la muliakion et, en ce sens la, se déduit logiquement de
la nature de la multiplicatiGh 1l y a quand méme de grands risques, bien queaiepuisse étre
logiqguement déduit du faux, que la volonté de déferencore maintenant ce qui était une absurdité
mathématique en 1972 entraine le fait de proféesr fdutes mathématiques encore plus grandes
aujourd'hui. Et s'il y a une réelle difficulté ddfepprentissage des mathématiques comme outil des
modélisation du réel, ce n'est certes pas ce tgpaidonnement qui va le faciliter.

%6 Je n'ai pas dit que c'était & démontrer en prémair
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Compléments : Commutativité et associativité
Commutativité
Citation supplémentaire du texte de Marguerite Robe
"5) La multiplication dans N
Traditionnellement, elle était présentée a partasd'grandeurs”. Il s'agissait de trouver le
prix de 6 livres a 3 F piéce, ou la longueur destisécessaire pour faire 6 robes en sachant que la

confection de chacune demande 3 m d'étoffe.

Il faudra donc que les maitres renoncent a cettesentation et, surtout, qu'ils abandonnent
radicalement les écritures telles que

6F*3=18F. ou 6nt 3= 18m
3*6F=18F ou 36m = 18m

Nous savons, en effet, que le signe "=" ne peet j@cé qu'entre deux écritures d'un méme
naturel et non entre des "grandeurs". Pour réforresr habitudes mentales, mieux vaut abandonner
les notions de multiplicande (mesure d'une "gramfjeet de multiplicateur (nombre de "grandeurs",
nombre de "fois").

La nouvelle situation de base est celle d'une geetdisposition, par lignes et colonnes, d'une
collection d'objets. Prenons, par exemple, uneectibn de douze objets, et disposons ces objdts de
facon suivante:

* * * *
* * * *
* * * *

Nous voyons 3 lignes de 4 objets ou 4 colonnes digje®s. Cette disposition nous permet
d'écrire le naturel douze sous la forme :
4*3 ou 34
que nous appelons produit des naturels 4 et 3.

Signalons aux maitres que cette situation est aplieleur permettra le mieux, plus tard,
d'aborder le produit de deux naturels a partir dwguit cartésien de deux ensembles.

Nous pouvons tout de suite, avec ces nouvellesigside douze, former des égalités :

3%4 =4%3 4*3=3%4
12=3%4 3%4 =12
12=4*3 4*3=12

Par ailleurs, notre nouvelle situation de base nhfiss sans lien avec la précédente. Il suffit de
modifier le dessin [...]pour retrouver I'écriture deuze sous forme de somme 4+4+4
ou [...] pour obtenir la somme 3+3+3+3

Nous pouvons donc passer de |'écriture d'un natswak forme de produit a deux écritures de
ce naturel sous forme de somme de termes égaux.

Ainsi le naturel 5 x 2 peut s'écrire 2+2+2+2+2 @#5
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5x2=2+2+2+2+2 5x2=5+5
De méme nous pouvons écrire une somme de natgeals éous forme de produit.
7+7+7 s'écrira7x3 ou 3 x7
T+7+7 =7 %3
T+7+7 = 3x7

Nous pouvons encore, par le passage implicite adlyit, remplacer une somme de naturels
€gaux par une autre somme, par exemple :

7+7+7 par 3+3+3+3+3+3+3
T+T+7 = 3+3+3+3+3+3+3

Dans tout ce qui précede, la notion de produit &ne a I'image mentale d'une collection
d'objets disposés en lignes et colonnes. Ainssantl:
5x3
nous voyons mentalement 5 lignes de 3 ou 5 cola®a¥’

Quelques remarques :

a) Nous savons, en effet, que le signe "=" ne peet@acé qu'entre deux écritures d'un méme naturel
et non entre des "grandeurs'il s'agit bien d'une anerie mathématique , deegtiun comble pour
ceux qui se réclamaient da mathématiquecontre le bricolage et écrasaient les autres de le
supériorité mathématique. Les erreurs des mathsemed tiennent bien au contenu enseigné
recommandé par le mouvement "de la base" pour offiteme et pas seulement a des excés dont
auraient été responsables la bureaucratie ougaisejui ( bien que cet aspect ait existé) : isggadé

le BO du primaire de 70 c'est qu'il nous avaitdgéribué justement en 73/74 & une réunion de CPR
présidé par I'lPR .... qui nous l'avait donné commeaipe du fait qu'il n'y avait pas eu d'exceés.

Cet aspect de la reforme des mathématiques madesteévoqué par M. Artigue ( mais sans
indiquer bien sdr qu'elles posaient un probléemeatdéenu mathématique ) mais sous une forme qui
préte arire :

"On découvre aussi que les structures les plusrgi&se les premiéres qui soient enseignées
dans une perspective avancant logiquement du simpleomplexe, sont rarement porteuses de
problémes a la fois mathématiquement intéressaiaiscessibles aux débutants."

Elle préte a rire pour deux raisons :

- elle est inconséquente car elle ne fait pasele divec Piaget ( la critique de Piaget semble encor
pour le moins sommaire puisque la CREM le cite emcpositivement tandis qu'elle démolit
Dieudonné)

- surtout lorsqu'elle dit On découvreaussi .." ce qui est réel mais ridicule pour une tendangeaq
dit pis-que-pendre sur la pédagogie de I&"fIrépublique en traitant ceux qui leur faisaient des
critiques de réactionnaires. Il suffisait d'avei. Buisson au lieu de le critiquer sans I'avoir |

"C'est que l'esprit adulte, en pleine possessionsee facultés d'attention, de
comparaison et de raisonnement, prend plaisinaestienchainement des idées : il lui semble
gue le meilleur moyen d'apprendre, comme la me#lenaniére d'enseigner, est, suivant une
formule célébred'aller du simple au composK¥ais le simple, c'est I'abstrait. Dans la réalité
dans la nature, il n'existe pas de choses simiplegxiste rien qui ne soit complexe, rien qui
n'ait des aspects nombreux, des attributs diverségl ou le concret n'est jamais simple. Plus
une idée est simple, plus elle est générale eamaétoignée de ce qui tombe sous les s&ns."

>’ Op. cit., page 33 & 35.
%8 Article Abstraction op. cit..
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b) Marguerite Robert nous dit :
Pour réformer les habitudes mentales, mieux vaaindbnner les notions de multiplicande
(mesure d'une "grandeur") et de multiplicateur (fwende "grandeurs”, nombre de "fois").

La nouvelle situation de base est celle d'une gestdisposition, par lignes et colonnes, d'une
collection d'objets. Prenons, par exemple, uneectibn de douze objets, et disposons ces objdts de
facon suivante:

* * * *
* * * *
* * * *

La aussi, voyons la profondeur de la "nouvelleaion” :

"On montrera sur un tableau analogue a celui-ci :

gu'un produit de deux facteurs est indépendant'alelre de ces facteurs; et I'on utilisera cette
propriété pour faire la preuve de la multiplication

In Henri SonnetArticle Arithmétiquedu Dictionnaire PédagogiqueTome 1 de la premiére partie ,
1887, pages 114 a 118.

L'erreur supplémentaire que fait M. Robert — et plie seule - , ou du moins qu'elle laisse
entendre et ce sera compris ainsi par la granderitégj est de croire que I'image qu'elle donnéade
multiplication est plus abstraite que le fait déxex3 oranges , c'est-a-dire que le tableau degg
Cités représente plus la natumgiomatique des nombres entiers. Mais, en fditnage mentale
associée a 4x5 n'est pas 4x5 mais un tableau dectes d'encre sur le papier disposés
géométriguement de maniére non anodine.

La preuve en est qu'il n'est pas disposé de léaemasuivante :

* * * *
* * * *
* * * *

qui suggere entre autres lI'égalité 4 + 4 + 4 21H#3+3+2 + 1

ou la disposition suivante

* * * *
* * * *

qui, elle, suggére, 4 +4 +4=1+1+2+22+#1+1

c) M. Robert écrit :
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"Dans tout ce qui précede, la notion de prod@tréfere a l'image mentale d'une
collection d'objets disposés en lignes et colonnes"

La grande nouveauté est que la notioimade mentaleva remplacer celle deéfinition
conception toujours existante. Alors vaut-il miemathématiquement et pédagogiquement
I'image mentale de la multiplication des entiéiannée ou la définition de la multiplication
donnéesuprapage 28.

Associativité
Reprenons P. Jacquemier :

"Associativité

Une grande dame, . souvent ignorée a |'école éleairenOn pourra se reporter a un article
du Bulletin (N° 263, pages 333-336) ou j'ai essdgémontrer la place que devrait avoir a I'école
primaire cette importante propriété de |'additionde la multiplication’”

Je n'ai pas cet article mais , méme si le tergtainpas employé, on trouve en 1887 :

"11. On aura & démontrer qoaultiplier un nombre par un produit de deux factetgvient a
multiplier successivement par chacun de ces fast€din connait la démonstration. Pour faire voir,
par exemple, que multiplier 5 par 12 revient a ipliétr 5 par 4, et le produit par 3, on forme le
tableau suivant:

qui renferme 3 lignes contenant chacune 4 forolabre 5, ou 4 colonnes renfermant 8 fois ce méme
nombre ; le résultat doit rester le méme de quelagen que I'on fasse l'additior?."

Ceci — qui n'est qu'un aspect de l'associativatéadmultiplication - est proposé pour le niveau
cours moyen : le niveau me semble approprié caofion d'associativité ne devient vraiment utile et
compréhensible lorsque I'on peut montrer que leprprtés qui permettent de définir la notion
d'anneau représente bien le nombre minimum de igtéprde I'addition et de la multiplication qui
permettent d'en déduire toutes les autres.

Avant , et cet avant est indispensable pour cemgre I'aprés, il faut enseigner I'ensemble des
rapports non pas entre deux opérations - + et ais entre 4 opératioffs

* H. Sonnet article ARITHMETIQUE partie consacrée aGours Moyen Dictionnaire de pédagogie

d'instruction primaire, Hachette, 1887. Tome lalpremiére partie , pages 114 a 118.
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Dans ce cadre, l'associativité de la multiplmatiest en lien / opposition directe avec la
distributivité de la multiplication par rapportladdition et a la soustraction, c'est-a-dire doe peut
énoncer ces propriétés sous la forme :

i) Pour multiplier un produit par un nombre, il $itfde multiplier un facteur du produit par ce
nombre( un exemple en est : pour multiplier l'aire dfeatangle par un nombre, il suffit de multiplier
une de ses dimensions par ce nombre )

qui s'oppose a

i) Pour multiplier une somme ( ou une différengej un nombre, il faut multiplier chaque terme de
la somme par ce nombre,

Ces propriétés sont en relation avec les suivdrigt® non exhaustive ) :
iii) Pour diviser une somme par un nombre, il fdisiser chaque terme de la somme par ce hombre

iv) Pour multiplier un quotient par un nombre, oaup
- soit multiplier le dividende par ce nombre
- soit diviser le diviseur par ce nombre

v) Pour diviser un quotient par un nombre, on peut
- soit diviser le dividende par ce nombre
- soit multiplier diviseur par ce nombre

vi) Si I'on multiplie le dividende et le divisedude division par un nombre, le quotient ne chapge.

Ces propriétés sont en elles mémes extrémememtriampes puisque la iv), v) et vi) sont des
introductions au calcul fractionnaire tandis queilaest la justification de base de l'algorithrmee ld
division des décimaux : mais pour quoi I'enseigméisque cet algorithme n'est plus au programme,
gue ce soit du primaire ou du collége.

% Bien sdr, ces régles doivent étre données d'aband la langue maternelle et non sous forme dtégali
numériques. En effet, tant que I'éleve n'a pasi@gens de comprendre que I'égalité est symétriqeeegui un
résultat demandant un fort niveau d'abstractioon-doit considérer que I'égalité n'est pas symgriqCeci
signifie que l'on ne s'autorise qu'un membre gawepeésentant une opération et le membre droitrésultat
avec comme exception générale I'addition car destopération dont I'algorithme peut additionnlesigurs
nombres en une fois. Pour un nouveau programmepnvVviendrait de discuter d'autres exceptions, comme
I'écriture 23 = 7x + 2 ou I'égalité de deux opérai simples comme 4+4+4=3x4, mais I'on doit s'thterla
définition générale de I'égalité comme "séparankderitures d'un méme nombre " tant que sa sagtifin ne
peut pas étre comprise. Le cas contraire, c'esteddalivolonté d'enseigner dés le primaire les eeglgébriques
de priorité opératoire n'aboutit qu'a des écritaesype 2+3x5= 15=15+2=17 que les éléves consgitlemmme
justes. D'autant plus que nombres d'enseignantwithaire - dont des formateurs- prétendent queglarsce
type d'écriture est employé en classe, elle ne @osen probléme :

" Voici ce que j'ai vu a diverses reprises surques tableaux de CM:

100+70=170+40=210+60=270

et personne ( ni le maitre, ni les éléves) ne pb@e suspecté de croire que 100+70=270 et presalétait choqué par
cette écriture.

On ne peut pas dire a priori ce qui a du sens eu a'pas. Dans le cas présent, je ne crois pas puisse dire que cette
écriture va étre un obstacle - fatal - pour levedéconcernés parce que leur mémoire ne contEnces signes, cette
écriture, ce contexte." (Extrait d'une liste decdssion )

Le résultat en est, ensuite, que l'on doit déshabites éleves de cette écriture, c'est-a-dire queyme

d'habitude, la volonté d'introduire directemertistaaction est un obstacle a son introduction loedlg peut étre
saisie. En soi, il y a des sauts que I'on ne pdtdréwais l'introduction de ce type d'écritur@ptprécoce, ne
présente aucun intérét, surtout lorsque cela setbéier, maintenant au nom de la valorisation sgive des
procédures personnellegue I'écriture mathématique — celle-la au moiest-universelle.
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D'une maniére plus générale, et la questionadedciativité de la multiplication en est un bon
exemple, on a fait d'abord beaucoup de bruit poseigner des notions qui étaient inenseignables au
moment ou elles étaient proposées, et pas seulgmaece que les enseignants n'étaient pas assez
formés : la conséquence en est que maintenalds, e sont plus proposées a l'enseignement au
moment ou elles seraient un outil puissant . Laroamativité de la multiplication en est un autre
exemple actuel ou ses restes — hors du contextgariqui existait en 70- servent a justifier lasse
problématique des cours de Brissiaud tandis qufignee plus nulle part au niveau lycée ce qui y
serait a sa place , c'est-a-dire la démonstratiola dommutativité de la multiplication a partiome
définition de celle-ci .

Vous avez didéfinition? Ce sont des mathématiques d'avasb@été de I'image, de l'oral et de la
communication.
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