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A propos des nombres concrets et abstraits :

Un témoignage historique sur I'école primaire fease
Michel Delord - Banff, 5 décembre 2004

Une question a été posée bien des fois, sur laquelle je ne veux pas m'appesantir, car j'y ai déja répondu souvent dans des
articles, dans des livres ou de vive voix ; c'est celle-ci : Les sciences ontelles plus d'importance pour 'homme que les lettres et,
par conséquent, faut-il donner aux enfants une éducation scientifique de préférence a une éducation littéraire; ou bien, faut-il
leur donner une éducation littéraire de préférence a une éducation scientifique.

Voici ce que j'ai répondu invariablement : autant vaudrait se demander s'il est plus nécessaire un homme de manger que de
dormir ; s'il est plus utile de le priver de nourriture en lui permettant le sommeil, ou de le priver de sommeil en lui permettant de
s'alimenter.

Je déclare que, dans un cas comme dans l'autre, les choses se passeraient en fin de compte exactement de la méme maniére ;
et que le résultat serait, a bref délai, le passage de vie a trépas du bonhomme soumis a un tel régime.

Or nous sommes depuis longtemps en train de faire a peu prées la méme sottise pour les deux moitiés de la jeunesse francaise,

pour la catégorie des littéraires et celle des scientifiques. En pratiquant une éducation littéraire opposée a I'éducation
scientifique, en élevant de futurs avocats qui n‘auront pas l'idée de la fagcon dont peut fonctionner une locomotive, a coté
desquels on pourra voir des ingénieurs possédant peut-étre de tres fortes connaissances mathématiques, et ignorant toute leur
vie gu'il a existé un homme qui s'appelait Rabelais et un autre nommé Paul-Louis Courier, on instituera deux castes de demi-
hommes, mais I'on ne fera jamais, ni une humanité, ni une société, ni une patrie.

Il est méme honteux et humiliant, dans un milieu qui se dit civilisé, de penser qu'une pareille question ait jamais pu étre posée !
Charles-Ange Laisant,'éducation fondée sur la Scienée Alcan 1904, p. 71

Depuis la contre-réforme de 1970, il y a eu un @egertain. La suppression de l'enseignement dabnes
concrets a signifié de plus la séparation des matigues de "ses domaines d'application" : a cétdad
production de littéraires sans connaissances #agms, [|'‘école produit maintenant des étudiaats
mathématiques qui ne connaissent pas la physidg® physiciens qui ne connaissent pas les mathsraati..

Elle a donc passé du stade artisanal de la produdgodemi-hommes au stade industriel de la prosluaie
fractions d'hommes, de quarts d'hommes, de huitigditomme .... qui forment ainsi I'élite dipldmée raes

pays.

J'essaierai de donner, en partant de I'exemplé&deld des années 1900, des éléments sur les gramia
permettent modestement de retrouver l'unité.

Michel Delord, 23 Novembre 2004
Vous pouvez consulter un commentaireRielolf Bkouchsur ce texte :

Quelques remarques sur le texte de Banfittp://michel.delord.free.fr/banff-rb.pdf

* % %

- "Les programmes de I'école primaire francaise sanmhoyenne en avance d'un ou deux ans sur cewcdies
étrangeres"
- Problématique générale de la contre-réforme deées 1970
- La méthode intuitive : L'exemple de la lectureetdlcul en Cours Préparatoire (Grade 1)
- Le point principal de rupture en 1970 : L'abandes dpérations sur les grandeurs
- Comment passer a l'abstrait et au logique ?
- Deux objectifs du calcul sur les grandeurs
i) Introduction au calcul dimensionnel : contoedre de grandeur sans les grandeurs
Mathématiques "supérieures" et enseignementidul@&émentaire
i) Le calcul numérique : de l'arithmétique auxames de corps
Annexes :
Bref historique de I'enseignement des opérations
Notes de Fin
Un cahier de Cours Préparatoire en 1956
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Un témoignage historique sur I'école primaire feasg

L'enseignement logique est pour les mathématigaiegi'est le squelette pour un
organisme animal qui ne saurait se tenir sans sgjtesl mais ce serait une
étrange zoologie que celle qui ne traiterait jamgie du squelette des animaux.

Felix Klein'.

"Les programmes de I'école primaire frangaise s@m moyenne en avance d'un ou deux ans sur
ceux des écoles étrangéres”

L'école primaire francaise a été pendant longtemsdes meilleures du monde. Ceci est attesté desfeces
1880 puisqud-riedrich Engelsdit, dans une lettre A. Bebeldu 28 Octobre 1885 kes Francais disposent a
présent des meilleures écoles du mondé' A présent’ fait directement allusion aux lois Ferry, mingstde
I'Instruction Publique, mises en place a partirl881/1882. Il vise en particulier ce qui nous iegse ici : les
programmes impératifs nationaux de I'école primgirevarieront finalement trés peu de cette dat®7Z0 soit

pendant plus d'un siecle.

Cet excellent niveau de I'école primaire francaiseégalement attest,contrariq parAntoine Prostun des
principaux théoriciens artisans dediambing downéforme des années 70, réforme qui va prendrentespied
de la philosophie, des programmes et des progresprécedents. Voici un extrait de son livre féctt I'école

des années 50

La division est un art difficile, surtout quand omst si petite. Les
programmes de ['école primaire frangaise sont enyeone en
avance d'un ou deux ans sur ceux des écoles étragiemais
pres de !a moitié des éléves redoublent au moine tois.

"On trouve par exemple au programme du cours
moyen 2e année les opérations sur les fractions,

l'analyse des phrases a 3 ou 4 propositions
l'accord du participe passe, alors qu'il faut attiee

13-14 ans pour que ces notions soient acquise3par

% des éleves.

ou

D'aprés les comparaisons internationales faites par

R. Dottrens en 1954, les petits Frangais apprendent

conjuguer les verbes deux ans plus tét que

les

Allemands ou les Hollandais ; ils commencent

l'analyse logique deux ans avant les Allemar

ds,

quatre ans avant les ltaliens ; ils doivent savpir

compter jusqu'a 1000 quand leurs voisins les [
avancés s'arrétent a 20 ; ils apprennent
multiplication et la division par des nombres a xlg

chiffres un an avant les Allemands et les Hollasdai

deux ans avant les Belges ou les Italiens. Quasd
Belges et les Hollandais abordent le calcul «
pourcentages dans la 5e année d'école, et less
dans leur 6e, les Francais s'y attaquent dés leai

année d'études. Au vrai, l'une des caractéristigiees

I'éducation francaise est précisément d'inculques
notions a des enfants trop jeunes encore pour
assimiler, ou de leur demander des comportem
qu'ils ne peuvent encore pratiquer physiqguement.”

lus
la

Si, en moyenne et pendant prés d'un siecle, I'¢matire frangaise avait deux ans d'avance suédetes des
autres pays cités, il n'est pas inintéressant dgmndre quelques raisons de son succes et desti ge vais

m'attacher ici.

Problématique générale de la contre-réforme des éaes 1970

Cette réforme est une réforme compléte de la cdioceprécédente de I'école. Elle correspond a la& rais
place d'une conception pédagogique générale cesiréda réforme de I'enseignement des mathématiqless



maths modernes- et du francaipour lequel lintroduction de lacémmunicative approath finira par
remplacer I'étude de la langue écrite "savan&{us revient a aller a I'école pour apprendre de la langue ce
qu'on en sait sans aller a I'écldl faut noter la responsabilité historique dentavelle didactique, inventée a
cette époque comme pédagogie des mathématiquestrgduira pour les mathématiques les conceptsnce
par exemple laransposition didactique- qui s'étendront ensuite & toutes les matiéres.

Deux facteurs, convergents dans l'augmentationodt de la scolarité, vont avoir une influence fandatale
sur les positions des décideurs :

- la volonté d'augmenter la durée de I'obligationlare qui, passée a 14 ans depuis 1938 attelridaas
en 1959 (RéformBerthoindont I'effet complet n'existera qu'en 1967)
- le baby boom de I'apres-guerre qui oblige a sis@aun nombre plus grand d'éléves.

Face a cette double menace d'augmentation dectieffies éléves scolarisés, les décideurs polifigaee
économique$ affolés par L'explosion scolair€, vont étre sensibles & toute argumentation quinged'en
diminuer les co(ts en l'abrégeant. Parmi ceux-éigement deux fondamentales :

- i) Enseigner directement l'abstraitPar exemple faire directement des "mathématiquess"” en
primaire au lieu de se contenter d'y faire du datde |'arithmétique. Ou reporter sur le lycée partie
de I'enseignement normalement réservé a I'Uniéersit

"This meeting, the Royaumont Seminar, took platieeimutumn of 1959 in France. Together with an
associated survey of current practice, it had beamceived within the OEEC earlier in 1959 for "the
purpose of improving mathematics education” forivarsity-capable" pupils.. Since there is no
turning back, nor hope of lengthening the yearstofly devoted to mathematics, there is a "squeeze”
in the course of this study. The only solutiororstiie secondary school to take on some of thedwurd
now resting on the universifynderlined by me, MD]perhaps as much as is compatible with the
intellectual ability of secondary school pupfls

- ii) Alléger les programmesPuisque selontoine Prostles redoublements sont dus au fait que le
systéme scolaire frangais apprend aux éléves teophdses trop tét, on introduit upédagogie qui
allége les contenus sous le prétexte général qafmprend mieux s'il y a moins a apprend@ette
affirmation est tout & fait vraie pour un enseigmeeinréduit a l'apprentissage de procédures et de

compétences a usage immeédisoit disant pratique mais en fait aveugle, exeament axé sur la
mémorisation et dans lequel on ne comprend pgse&don apprend. Mais

- elle devient complétement fausse des que 'om wis apprentissage de connaissances dans
lequel les notions enseignées entretiennent dgsomaplogiques puisque, dans ce cas, la
suppression par allégement d'un anneau de la cair@sonnement rend I'apprentissage des
notions restantes plus difficile ou méme impossibilées vérités ne sont fécondes que si elles
sont enchainées les unes aux autres. Si I'on slagtaseulement a celles dont on attend un
résultat immédiat, les anneaux intermédiaires manopot, et il n'y aura plus de
chaine.{Henri Poincarg).

- elle crée par elle-méme une dynamique de |'aliége : 'Spirale infernale qui prétend
faciliter la compréhension en allégeant les savoftmdamentaux Le résultat en est I'exact
contraire : la « structure en gruyére » des prograes rend plus difficile ou méme impossible

1 Lire pour cela le texte de la Commission Rouchette (1964-1969) : http://michel.delord.free.fr/rouchette.pdf

2 Henri Poincaré, in Les sciences et les humanités http://michel.delord.free fr/poincare-sh.pdf

% Ce concept, qui oppose le savoir savant et le savoir enseignable a bien sur pour origine limpossibilité d'enseigner le savoir savant - les maths
modernes - en primaire.

* A partir de cette période, il existe un lien de coopération permanent entre la "recherche pédagogique” et les décideurs. comme ces derniers sont
aussi les payeurs, les seules recherches subventionnées seront celles qui fourniront des résultats qui permettent des économies de gestion
locaux et a court terme méme si les résultats réels en sont catastrophiques. Un exemple particulierement flagrant en est la question des
redoublements.

® Titre du best-seller de 1961 de Louis Cros. Ce livre est cité en janvier 1968 comme référence dans la Charte de Chambéry qui est _la charte de
création du mouvement des maths modernes ( http://michel.delord.free.fr/chambery.pdf )
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la compréhension des savoirs fondamentaux rescdpéla. servira de prétexte a d'autres
allégements mais surtout détruit déja chez I'enfamte possibilité d'accession a la rationalité,
lui apprend au contraire systématiguement a « pemsee maniére incohérente et réduit
I'enseignement a des contenus procéduraux qui oeepé méme plus étre maitrisés car la
simple maitrise de mécanismes suppose justemeninimum de rationalité(Pétition contres
les nouveaux programmes du primaire, Novembre ‘2001

* % %

En ce sens, la problématique toujours en actida dentre-réforme des années 70

- i) n'est pas simplement un allégement mais une forned'dbscurantisme moderne
- obscurantisteet moyenageuse au sens historique comme le momtira I'exemple des
programmes du CP qui retourneeffectivementiux méthodes d'enseignement précédant les
Lumiéres
- modernecar elle ne voit un "sens" aux contenus enseigpés dans leurs applications
(obsession desnanipulatived en partie car elle intégre ['utilitarisme qui mése qu'a
"décrocher des brevéfsce qui n'était certes pas le cas de la scolashigtierique.

i) est pire que la conjonction formelle de la sestique et de I'empirisme/sensualisme histoegu
- analysés de maniere historique, ceux-ci ne sastdes régressions car la dynamique de
I'évolution de la scolastique est un progrés atedeurs a lI'expérience est lui-méme un élément
qui permet de dépasser le dogmatisme de la vértdéae
- la scolastique historique préservait la "logigies contenus" ce que la dynamique des
réformes a détruit en vidant la notion de prograsdeson contenu en vidant les programmes
de leurs contenus, et ... Sir Francis Bacon ne \isaies pas décrocher des brevets

iii) aboutit, justement parce qu'il ne s'agit pas d'un simplégeiment ce que, pour la premiére fois
depuis la fondation de I'école moderne au XX siécle, la fréquentation de I'école, 'augmentatiales
horaires ne soient pas des progrés en soi et piseltt méme une régression mentale des éle@es
point pourtant fondamental, qui justifie en paftistence du home-schooling, ne sera pas déwelopp
ici : sans aborder le réle des méthodes de lectame I'augmentation des pathologies traitées eneatab
d'orthophoni& on peut brievement évoquer I'exemple du calcuitaigour lequel il vaudrait mieux qu'il
ne soit pas enseigné en primaire plutét qu'il it s@mme il I'est. En effet depuis qu'il y est enséi
commecalcul réfléchimélangeant calcul écrit et calcul mental, I'enseig/éritablement ensuite suppose
de passer un temps considérable a désapprendratdesatismes qui ont été précédemment enseignés.

La méthode intuitive :
L'exemple de la lecture et du calcul en Cours Prégimire (Grade 1)

Au contraire deg¢héories de l'allégemenitefficacité de I'enseignement des années 188I¥@ s'appuie, pour en
accélérer l'apprentissage, sur la synergie appgégel'apprentissage des différentes matiéres etcsile
apportée par l'apprentissage des différents condiépta I'intérieur d'une méme matiére : d’oupariance de la
cohérence et de la compacité des programmes @quadpelait alors plan d'études). Cette orientagirnune des
bases de la "méthode intuitive", méthode pédagegapstinée surtout a I'enseignement primaire et kden
principes seront répétés a chaque débutidsuctions Officiellegusqu'en 1945. On peut en prendre comme
exemple caractéristique le programme du Cours Patipiee (Grade 1) en nous appuyant sur les positienson
principal théoricien, Ferdinand Buisson (1841-1932elui-ci a été directeur de l'enseignement pirienau
Ministére de I'Instruction Publique entre 1882 806, auteur d'un monument@ictionnaire de pédagogie et

© Voir sur le site de William G. Quirk, The Truth About Math Reform, la partie consacrée a Hands on maths [littéralement "La main & la pate en
mathématiques"] : http://wgquirk.com/TERC.html

’ Philippe Joutard et Claude Thélot, Réussir I'école, Pour une politique éducative, Le Seuil, 1999, 292pages, page 179.

8 Colette Ouzilou, Dyslexie, une vraie fausse épidémie , Presses de la Renaissance, 2002.
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d'instruction publique(7000 pages en 4 tomes) destiné aux instituteursciit par I'élite intellectuelle de
I'époque. Il la décrit ainsi :

En quoi consiste la méthode intuitive dans toute€tades primaires qui ne se peuvent borner awnkecg
de choses? En une certaine marche de I'enseignejueréserve a I'enfant le plaisir et le profithen de
la découverte et de la surprise, ce qui serait fieg trop promettre, au moins de l'initiative et d
I'activité intellectuelle. On peut dire qu'on I'ingit par l'intuition, alors méme qu'on ne lui moatni
objets ni images, toutes les fois qu'au lieu dédine suivre passivement son maitre et répéteilelment
une lecon toute faite, on le provoque a chercherl'ade & trouver, on le met sur la voie, suivane
vieille et bien juste image, lui laissant ensugariérite d'y faire quelques pas de lui-méme.

On pourrait presque dire qu'il y a deux logiqueslle de I'enfant et celle de I'adulte, I'une qui ®aite
naturelle et intuitive, l'autre plus savante, pliégfléchie, plus méthodique. C'est une grande tamtat
pour le maitre de suivre cette derniére voie, pague c'est la seule rationnelle, la seule qui $asise
son esprit a lui, son besoin d'enchainement et éduction réguliere: c'est celle qui est vraiment
naturelle a 'homme fait. Elle va du simple au cos#adu principe a la conséquence, de la regle a
I'exemple. Et c'est justement ce qui fatigue etteebenfant.

Et les anciennes méthodes étaient inexorables audeoia logique sur la nécessité de ces intermirsmble
préliminaires. Voulait-on apprendre a lI'enfant aefr On prétendait commencer par lui apprendre toutes
ses lettres, puis leurs combinaisons en syllabeantad'arriver & un mot et surtout une phrase. Quel
désert a traverser pour la pauvre petite intelligehDe la lecture on passait I'écriture et I'on pédait

de méme: non pas le mot d'abord, non pas mématiasemais les jambages, les «batons». Qui ne se
rappelle les longues pages de «batons» de sa preréienle? Et de méme a mesure qu'on passait a
guelque autre étude: en géographie, la nomenclagtita définition apprise par coeur de tous lesries
géographiques, et puis la définition de la terr@ dévision en océans et continents, et leur énutiéraet
I'énumération de leurs subdivisions, le tout avdlatriver un seul nom familier a I'enfant, a un kehbjet

de sa connaissance.

Tout cela était-il absurde, illogique, déraisonnebINullement. C'était la marche d'un esprit mar, qui
sachant réduire en idées abstraites la science daoit étudier, prend tout d'abord les plus simpitdes
enchaine graduellement en combinaisons de plus lea gomplexes et toujours rigoureusement
subordonnées les unes aux autres. Tout autre estal@he de I'esprit enfantin qui veut aller vite et
joyeusement du connu a l'inconnu, du concret &filalt, du facile au difficile, plutét par bonds gpas

a pas. On a dit quelquefois que l'intelligence 'dafant est capricieuse: elle ne I'est pas,ellesneemble
I'étre parce qu'elle n'a pas la continuité et lguéarité de la nétre; elle aime a deviner,a décoyw
jouir de I'étude au lieu de s'y astreindre, a josirtout de la conscience de sa force et de satdipa se
sentir agir. L'enfant se montre pour les exercided'esprit ce qu'il est pour ceux du corps: unegioe
promenade réguliere et monotone l'abat et I'énemveexercice méthodique de gymnastique ne le récrée
gu'a la condition d'étre trés court; laissez-le, @antraire, courir en liberté, s'ébattre a son gohanger
d'exercice et s'exercer sans y penser, alors iinéatigable. La méthode intuitive, telle qu'ellepplique
aujourd'hui a toutes les matieres de I'enseignerpentaire, n'a pas d'autre objet que de tenir coengé

ce besoin de spontanéité, de variété et d'initiaititellectuelle de la part de I'enfant.

En lecture, au lieu de lui faire passer en revuddsues lettres et toutes les syllabes vides dg senlui
donne, des qu'il sait deux ou trois lettres, deitpemots qui occupent sa pensée, satisfont son
imagination, aiguisent sa curiosité pour les lec@usvantes, chaque lecon portant pour ainsi dire sa
récompense en elle-méme: l'ordre logique peut effréo et il faut que I'enfant plus d'une fois gipe

par une sorte de divination ou d'intuition a ce dui manque rigoureusement pour étre en état de
déchiffrer le mot, mais c'est la précisément qulesplaisir pour lui; I'obstacle est franchi, il &
sentiment de la conquéte qu'il vient de faire;'dsh pas encore a I'age ou l'on tient a se rendn@ute
minutieusement et consciencieusement des procattgsajsuivis, et il ne demande qu'a poursuivre. On
aura le temps plus tard de lui faire analyser céilqaisit a présent d'un coup d'oeil juste, maispt
rapide.

En géographie, on l'entretient tout d'abord de c8l qusous les yeux tout prés de lui: et par anadogn
lui fait comprendre, en étendant progressivementlsarizon, tous les grands phénoménes qu'il n'a pas
vus a l'aide des petits qu'il voit.



En arithmétique, on ne commence pas par lui rédéenombres abstraits, leurs rapports et leurs:lois
c'est sur les objets concrets qu'on exerce d'aBordattention, et I'on se sert des sens non poinygait
recours toute sa vie, mais pour lui apprendre a gasser : le moment ne tarde pas ou I'on peuaite

faire de téte et par intuition des opérations qo&l pourra rigoureusement raisonner que bien desas
apres. Il n'y a pas d'enfant qui ne puisse fairentaement et sans efforts des soustractions, des
multiplications, des divisions sur les dix premiamnbres, voire méme sur les fractions, longtermpsta

de soupgonner méme le nom des quatre régles.

En grammaire, et la peut-étre plus utilement queaarailleurs, l'intelligence de I'enfant peut étnerée

a elle-méme provoquée a trouver la régle et norease toujours a I'appliquer passivement, encodieag

a procéder par analogie, a faire proprio motu leéngralisations que le livre donne sans doute toutes
faites et toutes classées, libre effort de I'espatl'exercice méme de la pensée et de la parole
[Ferdinand Buisson, Articléntuition et méthode intuitivén Dictionnaire de pédagogie et d'instruction
primaire, Hachette, 1887. Tome 2 de la premiére partie,ph8e4 a 1377']

Sa grande force, contre les méthodes précédengeB.dBuisson qualifie a juste titre d'archaiques|astiques
et moyenageuses, est de s'appuyer sur :

- i) 'apprentissage simultané de la lecture dtédeiture(méthode dite d'écriture lecture) alors que lethodes
précédentes en séparaient I'apprentissage.

-ii) l'apprentissage simultané de la numératiodext opérationsu plus précisément l'apprentissage simultané
des 4 opérations au fur et & mesure des progrésl'daprentissage de la numérat{dre calcul intuitij alors

que les méthodes précédentes apprenaient d'abordinfgération puis successivement chaque opération
séparément : en effet,

- la numération est liée aux opérations : 340 figghien 3fois 100plus4 fois 10
- chaque opération se définit par rapport aux awdp&rations
- la "connaissance intime du nombrd&R&fé Thomn'intervient que si un nombre est congu comme
résultat des différentes opérations : on ne contbnaaiment ce qu'est 6 qu'une fois dépassée la
compréhension de sa place dans le comptage (ebtr&)5our savoir qu'il est le résultat de 4+21 54
1, 8-2, 2x3, 6x1, le quotient des nombres 12 aat2p. Mais laissons parler F. Buisson :

"Dégagée des considérations psychologiques qui limgirée, [la méthode du calcul intuitif]
fait faire aux enfants, d’eux-mémes et par intuitie@s opérations essentielles du calcul élémeatadlle
a pour but de leur faire connaitre les nhombres nrw@itre un objet, ce n'est pas seulement savoir son
nom, c'est l'avoir vu sous toutes ses formes, daos ses états, dans ses diverses relations asgec le
autres objets ; c’est pouvoir le comparer avec tfas, le suivre dans ses transformations, le sasie
mesurer, le composer et le décomposer a volongdtahit donc les nombres comme un objet quelconque
gu'il s’agirait de rendre familier a l'intelligencede I'enfant, Grube s’'éleve contre I'antique usage
d’apprendre successivement aux éleves d'abord ifmeid puis la soustraction, puis les deux autres
regles"[F. Buissori']

- iii) une compréhension finé propos du calcul mental, de la liaison initiatdre I'apprentissage de la langue
et celui du calcdl En effet le calcul mental apparait dan<Dietionnaire pédagogiquavec deux objectifs
complémentaires :

- a) un objectif général appuyé sur le fait quediul mental est exclusivement basé sur la nuiérat
parlée et pas du tout sur la numération écrit&viEne doit pas se représentier langue des nombres
comme étant nécessairement une langue écrite. Awagen il faudrait bien le familiariser avec cette
idée que l'arithmétique parlée préceéde l'arithmédicgcrité, le tout a a fois pour combattréusage trop
habituel de I'écriture pour les calculs les plusiples et avec comme objectif de développer chez I'éleve
"une gymnastique intellectuelle de la plus hauteontamce[qui] fait contracter des habitudes d'anays
et de réflexion qui accroissent bien vite la perapité de I'espritcar "c'est par lui que I'esprit s'assimile
en quelque sorte la substance de I'enseignemdtariflemétique , et en recueille tout le fruit

- b) au Cours Préparatoire (Grade 1) en tantageul intuitif comme Un mode d’enseignement des
premiers éléments du caltén tant que calculpurement oral"précédant le calcul écrit pour les petits

° Voir en conclusion la référence a H. Poincaré pour la liaison générale entre I'apprentissage de la langue écrite, et notamment la grammaire, et
les mathématiques.



nombres. Cette introduction dwalcul intuitif vise bien slr a développer l'usage du calcul meraat
toutela scolarité : elle permet

- d'apprendreeffectivement'usage et I'habitude du calcul merdal lieu de prétendre qu'il faut
l'apprendre et d'apprendre des techniques delcefii@ctivement mentalegi.e. basées sur la
numération orale) puisque I'éléve n'a a ce stadepatres modes de calcul,

- de montrer également la nécessité et la supiridr calcul écrit qui permet de traiter des
opérations qui ne peuvent I'étre par le calcul alent

On peut de plus assez facilement montrer, dangréés exemples que nous donnons, que la modernité
représentée par les principales découvertes gédagogie des quarante derniéres années est wm aeto
méthodes scolastiques qui utilisent démesurémeanéraoire au détriment de l'intelligence et dediiidn :

- i) les méthodes fonctionnelles ou mixtes sépagenbuveau I'écriture de la lecture puisque legegle
"lisent" systématiquement des phases qu'ils negrdypas écrire

- ii) on est retourné progressivement a la séparate I'apprentissage de la numération et du c@lit
en annexe®ref historique de la disparition de I'enseignenmdss opératios)

- iii) on a détruit ce qui faisait la force du aallenental, c'est-a-dire son caractére de calcutiexpen
numération parlée puisque I'on a introduit le "ghlaisonné " qui efface les frontieéres entre dalcu
mental et calcul écrit.

Le point principal de rupture en 1970 :
L'abandon des opérations sur les grandeurs

Il ne s'agit pas d'une analyse que je ferais sepiostmais de l'affirmation, en 1972, de IAPM&Rprincipale
association des professeurs de mathématigques lehewilriére de la réforme des mathématiques modegnie
est publiée dans le numéro spécial consacré aetBufficiel™, paru en Janvier 1970 qui introduit les maths
modernes en primaire. Il s'agit donc d'une affifomatentrale et réfléchie :

L'abandon des " opérations sur les grandeurs " l@sh la mutation fondamentale apportée par les
programmes transitoires, c'est lui qui transformeofpndément les démarches de la pensée dans
I'enseignement élémentaife

Cet abandon du calcul sur les grandeurs - et desaxdmbres concrets - dans le BO n'est pas argéraertant
que tel mais figure sous la forme suivante :

Les phrases telles que 8 pommes +7 pommes = 15 @enmappartiennent [pas] au langage
mathématique

Ceci est bien s(r une absurdité certes pédagogmgire surtout mathématique puisque dés 1968, sok des
avant la publication du B.O. et quatre ans avanbfementaire de I'APMEP, le grand géométesssler Whitney
publiait un article qui donne un cadre mathématiguiematique, "moderne”, au calcul sur les grarsielir
s'agit deThe Mathematics of Physical Quantitiedl y déclare notamment — et démontre en donnaet u
structure mathématique sous-jacente (rays andsirayu'il est tout a fait "mathématique" d'écrire

5 cakes + 2 cakes = (5+2) cakes = 7 cakes ou bigd 2 2 (3 ft) = 6 ft
Le contexte de l'introduction montre méme qu'il \@selicitement les maths modernes en dénonganitmodant
l'absurdité des obligations langagieres du typeniplétez : 2 cm ont méme longueur que ... mm ; 8@mm

méme longueur que ... ci.puisqu'il y est dit explicitement :

The fact that "2 yd" and "6 ft" name the same elgméthe model enables us to say they are egoetget
is no need for such mysterious phrases as "2 yéduneathe same as 6 ft."

Ceci prouve entre autres que la pratique du calaules grandeurs est bien plus "moderne" quediactéon du
calcul au calcul sur les nombres purs.

1% Association des Professeurs de Mathématiques de I'Enseignement Public



Et trente apres 1970, nous en sommes fondamental@menéme point puisqu'on lit dans le documentieffi
Accompagnement des programmes de troisieme de &olleg

En effet, en mathématiques, on ne travaille paslssirgrandeurs (c’est I'objet d'autres disciplines,

comme la physique, la technologie, les sciencda d& et de la Terre ou la géographie et I'éconemi
par exemple)'

Comment passer a I'abstrait et au logique ?

F. Buisson 1882 W. P. Thurston 1994

La tendance primitive de la pédagodién caricature, the popular model holds that
...est celle de tous les maitres au début de [ldbr mathematicians start from a few basic mathematjcal
carriére : partir de l'idée générale de la scierice structures and a collection of axioms "given" abthése
enseigner, la décomposer logiquement en| structures, that
certain nombre de notions abstraites, définif. there are various important questions to be ansdere
chacune de ces notions, faire apprendre aabout these structures that can be stated as formal
éléves ces définitions, puis en déduire les régleathematical propositions, and
ou formules, et continuer ainsi en construisam. the task of the mathematician is to seek a dedugtiv
définition aprés définition, chapitre par chapitrepathway from the axioms to the propositions or heirt
tout I'édifice théorique de la science, sauf a leutenials.
en faire faire ensuite les applications sous form&e might call this the definition-theorem-proof @T

d'exercices, de problémes, d'exemples. model of mathematics.
Ferdinand Buisson William P. Thurston, 1982 Fieds medal
Article Abstraction On proof and progress in mathematics

Une fois admis que l'enseignement des mathématigisespour partie la maitrise par I'éleve d'absivas
reliées logiguement, ce qui n'est d'ailleurs papgr aux mathématiques car tout pensée rationestlabstraite,

on peut effectivement se demander comnpagser a l'abstraitLa premiére erreur consiste a évacuer la
question ... en enseignant directement l'abstraie Butre est de considérer qu'il y a une opposiimsolue
entreL 'abstrait eLE concret : sans nier cette opposition, on peutidénsr que, dans le cadre de l'apprentissage
( et de l'histoire de la pensée), I'abstractiomae qu'action, i.e.&tendre une vérité en éliminant de son énoncé
les termes qui la particulari$D'Alembert et Diderot) est en fait un procesdass laquelle chaque étape est
en quelque sorte 'abstrait de la précédentecatrieret de la suivante. Ferdinand Gonseth traitellmment en
1935 la question dansés mathématiques et la réalité aussi bien a propos de la genése notion de mombr
gue de celle de points et droites. Nous nousesitons ici a la notion de nombre entier.

Pour donner quelques exemples (réducteurs par ntagda perspective de Gonseth, beaucoup plus)ricime
peut faire remarquer que la notion de nombre effleest plus abstraite que la notid@ pomme®t que la
notion 10 kilomeétres10 pommeseprésente cependant un réel niveau d'abstragtisgue penser 10 pommes
suppose, comme il n'existe pas 10 pommes stricteichamtiques, que I'on soit capable de ne pas tenipte de
leurs couleurs, de leurs tailles (et que I'on Velds compter). Mais pens&d kilométresest encore un peu plus
abstrait que.0 pommesgpuisque il s'agit d'une distance que I'on ne pettevoir directement par les sens et dont
la compréhension suppose si ce n'est celle dursgstéétrique (qui est usystemgec'est-a-dire une conception
théorique) au moins celle de la liaison du kilome&tvec le métre (qui recouvre la distinction pereinieeunités
fictivesetunités effectivgs

Ferdinand Gonseth précis®ri peut distinguer dans I'évolution du concept denbre entier au moins trois
époques assez distinctes : la premiére précédee tmntative consciente de systématisation; la @eosi

I'époque spécifiguement arithmétique - se caras¢épar une formulation explicite de la théorie desnbres

entiers ; la troisieme seulement aborde au plardogique ». Le passage d'une époque a l'autrestapagne

d'une transformation profonde de I'essence ménredhbre'



Il est intéressant de s'appesantir sur le passagtade arithmétique au stade logique car il vesranener a
définir la notion d'unité et donc celle de nomhoearet, c'est-a-dire de nombre suivi d'un nom tBuni

Pour cela
- considérons I'ensemble des entiers naturels® 1{2, 3, 4, 5, 6,n...} et lI'ensemble des multiples de 2 ,
nommé 2N : {0, 2, 4, 6, 8, 10, 122xn...}.
- munissons lI'ensemble 2N de deux lois de compasiti
- 'une notée- : (2xn)+ (2xm) = 2x(n+m)
- 'autre notéé : (2xn)* (2xm) = 2x(nxm)

(2N, + , *) a bien une structure isomorphe a (N, +,x) par) f2xn. Donc 2N est bien un modéle de N. Et la
structure logique - axiomatique - de N est ce guéilde commun a N et 2N (mais aussi a 3N, 4N, SN,...

On pourrait présenter cet aspect logique sousifagfales axiomes suivants que respectent bien (M) et tous
les (NN,+, *) :

Axiome 1: A chaque nombre a succéde un nombre entier &rdift de a

Axiome 2: Seul le nombre 1 ne succéde a aucun nombre

Axiome 3: Tout nombre succéde, directement ou par interaidgjia 1

Mais ceci ne suffit pas, car, si la suite 1,2,38.,5.. convient bien, la suite 1,2,3,4,2,3,4,2,3,4...
conviendrait aussi . On ajoute donc :

Axiome 4: La suite des nombres qui, de proche en procheésient a un nombre a quelconque est
isomorphe a la suite construite a partir de 1

Comme le fait remarquer F. Gonseth :

" Avec ces conventions, toutes les opérations aritqomest effectuables dans la suite des entiers trtuve
un équivalent dans la suite des entiers pairs eipréquement. La suite de tous les entiers et i sles
entiers pairs seulement, considérées sous un oeatadle apparaissent donc comme identiques, bien qu
considérées sous un autre angle nous sachionsifgarfant reconnaitre en quoi elles different

Cette axiomatisation s'accompagne d'une analyda detion de nombre qui n'est pas sans valeur: Mais
il ne faut pas en exagérer la portée. Dans touscles, les axiomes ne sont aucunement des décrets
librement et arbitrairement formulés, avec l'infentet le pouvoir de conférer |'existence aux éstifjue
sont les nombres.

En particulier (qu'on veuille se souvenir a cetteagion de notre analyse du géométrique) il y a dans
notion de nombre tout un c6té que les axiomesuhemt pas : c'est justement celui qui, dans lgger

de la pensée, nous importe le plus ; celui quiegporte a l'idée de grandeur et que, par analogiecle
coté spécifiguement géométrique des notions spafialous pourrions nommer le c6té spécifiquement
arithmétique ou numérique"

Cet aspect logique n'est effectivement gass valeupuisque c'est lui

- qui, a terme, est une des bases qui permet queltpse d'évident pour celui qui le sait mais guuee
conquéte importante de I'esprit humain : c'estémmopération 5x3 qui permet de trouver que I@dire
rectangle de 3m sur 5m vaut 5mx3m= 15m?, de diee3yb heures est égal a 15 heures...

- qui permet, dans la résolution des problemesthitaétique, une fois que l'on a précisé le systeme
d'unités dans lequel on calcule et choisi les djpgraa effectuer, de calculaveuglementc'est-a-dire en
ignorant la nature des unités utilisées, en étandes trouver ldon résultat

- qui a permis la création de tous les outils deutdormel.

Mais, comme le dit toujours Gonsetlon y perd l'idée de grandeupuisque dans ce cas, on assimile 1 et 2
puisque 2 joue le réle d'unité dans 2N alors que dait trés bien qu'ils sont cependant différeBtsquelque
sorte le fait que tout nombre ne soit pas concunserane grandeur vient simplement du fait que Kunlest
plus congue comme une grandeur, c'est-a-dire adesrhe d'un nombre concret.

Et c'est la que l'on retrouve la dualité de 1 qoe peut exprimer [certes pas en primaire et ménms ta
secondaire] sous la forme 1 = 1xou 1=1xu, ou u=1x u, u étant l'unité, c'est-a-dire la dualité de 1 concu
comme unité et comme premier nombre, ou simultanémemme nombre abstrait et comme représentation
abstraite de la grandeur unité. Cette difficulté diailleurs été levée historiquement qu'en 1585 3imon
Stevin qui des la deuxieme définition de sarithmétique affirme pour la premiére fois sous la forme



euclidienne des demande®Uue I'unité est nombteMais que cette difficulté ait été levée en 158&8mpéche
qu'elle ne peut étre levée que si elle a existé pelui qui apprend.

Quoi gu'il en soit, la maitrise du calcul sur leargleurs suppose non seulement qu'il soit enseigriant que
tel, c'est-a-dire centralement en tant que caleulles différentes grandeurs du Systéme Internati@ire. non

as manipulativeésmais que les grandeurs soient enseignées sygjéeraent en tant qu'exercices pratiques de
mesurage des poids, longueurs, aires et voluntemlés-Ange Laisant (rédacteur de la reliemseignement
mathématiquen 1899) répondait a un parent qui lui demandaet tycée choisir pour ses enfants :

"Avant méme de le confier a un établissement qualegngus avez le droit et le devoir de vous enguéri
de l'esprit de I'enseignement, des méthodes sudéssconditions de travail, sans pour cela quils
soit besoin d'étre mathématicien vous-méme.

Et surtout, ne vous laissez pas intimider par leeclieur, proviseur, principal, peut importe le titregui
prétendrait que vous vous mélez de ce qui ne vagerde pas. Deux observations seulement vont vous
donner une idée de la fagon dont vous pouvez \&fendre. Pour enseigner le systéeme métrique, ileexis
des lycées oul il n'y a pas un instrument de mesusgre, litre, poids, etc.

Pour I'enseignement de la Géomeétrie, [...]

Si donc vous faites des démarches pour l'entréeotte enfant au college ou au lycée, par exemple,
demandez a visiter le matériel d'enseignement dils gt mesures, les instruments d'arpentage,Setc.
on vous répond gu'il n'y a rien de tout cela danmhison, sauvez-vous, et ne revenez jafiais

Pour terminer reprenons la premiére lecon du Bretietaudricourt Freregyrithmétique et systéme métrique
Cours MoyenParis, 1907.

ARITHMETIQUE
NOTIONS PRELIMINAIRES

1. - On appelleguantité tout ce qui peut étre augmenté ou diminué, comne samme d'argent, un
nombre d'arbres, la hauteur d'un mur.
2. - L'unité est une quantité connue qui sert a mesurer a évialues les quantités de la méme espece
qu'elle.
Ex. : Sil'on compte les tables de la classe, lesearde la cour, I'unité est utable, unarbre.
3.- Unnombre est le résultat obtenu en comparant une quansioé anite.
Il est concrets'il désigne I'espece d'unité, comme 12 litregstiabstrait s'il ne désigne pas l'espece
d'unité, comme 12.
4. - Il'y a trois especes de nombres
1° Le nombre entier, qui ne contient que des unités entieres : qliEnes : 4 fr.
2° La fraction, qui ne contient que des parties de I'unité :tvaiigq centimétres : 0m,25; - deux tiers :
2/3.
3° Le nombre fractionnaire, qui est un nombre entier accompagné d'une fractitrois francs
guarante centimes : 3fr. 40 - deux unités un ti@rg/3
5. - L'arithmétique est la science des nombres et du calcul.
6. - Lecalcul est I'art de combiner les nombres.
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Deux objectifs du calcul sur les grandeurs
Introduction au calcul dimensionnel : contre I'ordr de grandeur sans les grandeurs
Michéle Artigue, spécialiste reconnue de la didpetides mathématiques, nous dit en 1992;

On a volontairement posé des problémes "idiots *&axes. Des animateurs de I''REM de Grenoble, il y
a une dizaine d'années, oserent aller plus loinsdianrupture du contrat usuel, posant a des élées
I'école élémentaire des problémes idiots commen®me classe, il y a 4 rangées de 8 places, qe&l a

a la maitresse ?' ;... Et, scandale ! On s'apercutlgaetléves de I'école élémentaire s'appliquaientsd

leur grande majorité, comme si de rien n'était,ésaudre ces problémes, ne choisissant méme pas au
hasard les opérations : la maitresse était créditée32 ans?

Il n'y a & mon avis aucun scandale dans la démaleliélévé’ qui ne restitue que ce qu'on lui a appris et gui e
conforme aux programmes officiels depuis 30 anssduue

- I'on n'a appris que les nombres purs a un é#dwu'on ne lui a donc pas donné de définition des
opérations (ce qui n'est possible - et était faitsdle chapitre sens de l'opération - qu'en utili$es
grandeurs), il n'a aucun critére qui lui permetdéginer quelle opération il doit choisir et deifiér
ensuite si le résultat est cohérent en termeslg&mdimensionnelle

- de plus, on a insisté lourdement sur la nécedsitéalculer l'ordre de grandeur, ce calcul dell®de
grandeur devient la seule regle que I'éléve compaailt deviner quelle opération il doit employer,

I'éleve procéde de la maniére suivante : il cal8dié = 12, 8-4=4, 8x4=32, 8:4=2, 4:8=0,5 et, com@nderme
d'ordre de grandeurs, l'institutrice ne peut at@ians, 4 ans, 2 ans, 6 mois, elle ne peut doricque 32 ans.

N'ayant aucune définition de la multiplicationpé peut savoir que toute multiplication peut saaaer a une
multiplication définie par un multiplicande, nomheencret ayant une unité donnée et d'un multigicatui
indique le nombre de répétitions de ce multiplird produit ayant méme unité que le multiplicande

S'il l'avait su, il aurait pu choisir soit le nonghde places soit le nombre de rangées comme ndiiple, mais
il aurait pu vérifier que, dans chacun des casédeltat de la multiplication ne pouvait étre uneég exprimée
sous forme de nombre d'années. S'il avait mémeucianrégle qui dit (Autre regle sous-entendueémement
importante au début de I'enseignemean :écrit toujours le multiplicande en prem)ierSi tu veux des métres
dans une multiplication, tu commences par des meétren'aurait méme pas écrit de multiplication can,
écrivant le multiplicande (que ce soit des placgesies chaises), il aurait su qu'il ne pouvait obtdes années
comme produit.

Il serait un peu long de développer les réglesaleut dimensionnel pour chaque opératiehlé maniére dont
on peut les exprimer de la facon la plus parlartéaeplus juste possible suivant les niveaux digmsmenk
Mais il est toujours possible d'expliciter ce glom In‘apprend plus, qui est la définition d'unerapén car les
enfants doivent seulement s'en construire une '#mawentale’®. Nous choisirons la définition de la
multiplication prise dans I8rouet et Haudricourt FréresArithmétique et systéme métrique Cours Mqyen
Librairies-Imprimeries réunies, Paris, 191@n notant que toutes les "autres multiplicatiombeétpar exemple,
3€/m x 5m= 15€, 3m x 5m = 18p8nt x 5m = 15m...) doivent d'abord étre enseignées sous cette forme

™ Michele Artigue, Mathématiques : les lecons d'une crise,Sciences et Vie Hors Série N°180 de Septembre 1992, pages 46 — 59.
Pour une critique plus compléte, lire :
Michel Delord, Michéle Artigue et I'age du capitaine, sept. 2003 http://michel.delord.free.fr/captain1-0.pdf

2 ||y a cependant plusieurs scandales dans ce texte mais ils sont le fait de Michéle Artigue et de la communauté didacticienne qui n'a pas réagi a
cet article 13 ans aprés sa publication. En effet, alors qu'il se présente comme un bilan de la période des maths modernes, il fait retomber I'‘échec
de cette réforme comme d'habitude "sur les enseignants qui n'étaient pas assez formés". Mais il ne mentionne jamais une responsabilité basée
sur une erreur théorique de ses concepteurs et notamment celui de I'abandon du "calcul sur les grandeurs" alors qu'ils ont eux-mémes dit qu'il
s'agissait de I'élément central de cette réforme. Qui plus est, lorsque M. Artigue analyse les erreurs des éleves, elle ne fait pas intervenir le non-
enseignement des grandeurs dans sa problématique, ce qui l'oblige a introduire un nouveau concept - le contrat didactique- qui a justement pour
fonction de masquer cette absence.

'3 Bien s(r, comme tout le monde, un éléve a des images mentales des notions mathématiques. Mais le rdle de I'enseignant n'est pas de controler
ces images qui font partie du domaine de l'inventivité présente et future des éléves : il n‘a qu'a vérifier que ces images sont compatibles avec les
connaissances scolaires. Le premier droit d'un éleve est de penser que 2 est rouge et que 3 est jaune : le principal travail de I'enseignant est de
vérifier qu'il sait que 2+3=5 et 2x3=6...
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MULTIPLICATION

68.- Lamultiplication est une opération par laquelle on répéte un nomgypelémultiplicande autant
de fois que l'indique un autre nombre appeidtiplicateur .

Le rléisultat se nomm@roduit.

[...]

70. - Le multiplicande et le multiplicateur se nonminlesfacteurs du produit.

71. - La multiplication s'indique par le sigré€multiplié par) qui s'écrit entre les nombres a multiplie
8 x 5 @ multiplié par 5.

72. - La multiplication n'est qu'uragldition abrégée

73.- Le multiplicandeest toujours un nombreonaet, c'est-a-dire qui exprime des objets déterminés,
comme des arbres, des métres, des francs, etc.
74.- Le multiplicateur est un nombreabstrait qui indiqgue seulement combien de fois on répéte |
multiplicande.

75.- Leproduitexprime toujours desnités semblables celles du multiplicande.

=

Mathématiques "supérieures" et enseignement du adlélémentaire

L'affirmation du BO de 1970 déja citdees phrases telles que 8 pommes +7 pommes = 15mpsm
n'appartiennent [pas] au langage mathématigast bien sir une stupidité qui a surtout pourtionda'interdire
I'écriture de2m +3m = 5m celle de2m = 20dmet en fait tout calcul sur les grandeurs. Maigst plus
important de comprendre les raisons de cette iicterd. Dans la problématique "axiomatique" darpkle se
placent les auteurs de ces lignes,

i) il n'est pas question d'introduire dans I'enseigent une notion dont on n'a pas défini le contenu
purement mathématique,

i) il y a un ordre dans I'enseignement des cosiaaises - ce qui est tout a fait vrai - mais ceteodbbit
étre justement celui de I'axiomatique ;

Or, dans ce cadre de pensée, la structure algébaqoius simple qui peut contenir des expressionsme2m

ou 2m + 3m = 5mest celle d'espace vectoriel a une dimensionsujtilogiquement, mais de trés loin, celle de
nombre entier. Et comme il était impossible d'intriogl la notion de vecteur au grade 2, au momenifoou
apprend les entiers, on supprimait I'apprentissdgenotions telles qu@m + 3m = 5mou 2% + 3% = 5%
parfaitement compréhensibles au niveau intuitiftpat le monde ... sauf par les enseignants.

Tout au contraire, il est extrémement important

i) d'apprendre, si I'on s'en tient a la questios glandeurs, dés le plus jeune age - dans le dadreurriculum
strictement organisé, bien s(ira écrire des identités du typm + 3 = 5m, 2rii+ 3n¥ = 5n¥, 2nT + 3nT = 5nT,

2x3m= 6m, 2mx3m= 6M 2mx3nf= 6m’ bien slr en ne faisant aucune allusion & leur Gead'identité
algébrique et en ne les justifiant que comme caloulles mesures de longueur, d'aire et de voliviags, ce
faisant, on introduit des schémas de pensée guedtoouvera entre cing et dix ans plus tard cesednt la
méme grammaire que celle non pas des fonctions mesdnais celle des monémes formels £ 3x = 5x,
2x3x= 6X, 2xx3x= 6%, 2xx3¥= 6x°...)

ii) d'une maniére plus générale, de ne jamais dréaitintroduire une notion si elle est comprisengmiéere
intuitive méme si I'on ne peut en donner une striEfinition mathématique a ce moment car cet Emnaent
pratigue servira a son tour de base intuitive pldotroduction ultérieure de sa [plus] stricte idéfon
mathématique.

- Un exemple peut en étre la propriété suivanterdesures si l'unité u est divisée par un nombre, la
mesure est multipliée par ce nombr€ette propriété, comme la proportionnalité iseeet les propriétés

* Le N°69 donne une définition de la multiplication liée & la proportionnalité :
On définit encore la multiplication ainsi :
69. — La multiplication est une opération qui a pour but de trouver un nombre appelé produit qui soit par rapport au multiplicande ce
que le multiplicateur est par rapport a l'unité .
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qui font intervenir deux variables a produit constast un exemple de contravariance qui ne pairea
mathématisée que beaucoup plus tard, probablemBdnizersité. La raison de I'abandon total de la
notion de proportionnalité inverse et de ses apfiins tient surtout au fait qu'il n'y avait pas de

7

"fonctions  inversement linéaires" dont additivité aurait été caractérisée par
f(x)+f(y) = fFO)f(y)/f(x+y) !

- Un autre exemple consiste inversement a ne fiaserede prendre appui de maniére intuitive sur une
notion déja enseignée pour en introduire une ntaivdlexemple le plus intéressant est de s'appsiyer

la structure semi-polynomiale de la numération astn pour introduire directement au grade 8 de 9
calcul algébrique en considérant le polynéme forcoehme une extension de la notion de nombre entier.
Ceci revient a faire poser les opérations sur tdgndmes exactement comme les opérations sur les
nombres entief$ car du fait que 3021 x 201 = 607 221 , on péduite que3x*+2x™+1) x( 2x*+1)=
BYCHT X +2X°+2X+1.

Le calcul numérique : de l'arithmétique aux axiomeke corps

Bien sdr, I'enseignement mathématique actuel adalveré les formes les plus extrémes des mathématique
modernes (dessin de patates, géométrie sans figliregii assimilaient intégralement les débuts de
I'enseignement des mathématiques a l'enseignenesnfotidements des mathématidfiesMais restent la
problématique fondamentale des maths modernesstienefait de viser directement I'enseignementnd¢isns

les plus abstraitésque I'on retrouve encore sur l'apprentissage thwic&out le calcul numérique en primaire
est certes mathématiquement ce qui correspondxagmxies de corps ou d'anneaux commutatifs mais ceux-

- sont des axiomes c'est-a-dire qu'ils définislkeminimum de regles nécessaires pour effectusrles calculs
- portent sur deux opérations ( x et +) dont Id Ben est la distributivité de x par rapport a +.
- sont exprimés sous forme d'égalités algébriquex(ii sont écrites en lettres)

Si la compréhension de la nécessité de ces axiestam objectif de I'enseignement secondaire, gpene les
prendre méme comme bases de I'enseignement erirproaa

a) Symétrie de I'égalité?

L'écriture des ces axiomes suppose la compréhedsi@aractére symétrique de la relation = et ledae ce
signe sépare deux expressions différentes du mémbre, ce qui est un objectif de I'enseignememhairie
mais non un point de départ de celui-ci. Le semntsmé que I'éleve (si on lui a appris les algoréh des
opérations) donne au signe "=" est le suivantsépare les nombres de départ (a2 gauche) du tédelta
l'opération (a droite) et symbolise le mécanismiepgumet de passer de la droite a la gauche. &-dst quea
priori, les écrituresl5 = 8 + 7et4 + 2 = 2 x 3 ne signifient rien pour de jeunes éléves ou piessignifient pas
ce que l'enseignant pense s'il force I'éléve &rkéc

!5 Cette introduction du calcul polynomial a été utilisée pour la derniére fois en France dans les années 1960 (par exemple, M.Monge et M.
Guinchan, Mathématiques, classe 4e, Librairie classique Eugéene Belin, 1965) et mais on la retrouve aux USA a la page 300 du Algebral de
Dolciani, William Wooton, Edwin Beckenbach, ( Houghton Mifflin Company, Boston, 1974).

16 On est méme allé jusqu'a demander, la théorie des ensembles étant insuffisamment fondamentale, que I'on enseigne la théorie des catégories
et celle des filtres Voir, par exemple, le n°302 du Bulletin de I'A.P.M.E.P. (Février 1976) et la réponse de Henri Cartan sur I'enseignement des
filtres au lycée : http://michel.delord.free.fr/cartan75.pdf

" On pourrait parler "d'enseignement conceptuel” au sens ou I'on tente d'enseigner directement le "concept”, problématique qui s'est maintenant
étendue a toutes les matiéres :

"Les disciplines de I'école primaire sont - signe de l'unification de ce qu'on appelle aujourd'hui le « systeme éducatif » - désignées, des
la maternelle, de la méme maniere que dans le secondaire. De méme qu'on ne fait plus au primaire du dessin ou de la gymnastique,
mais des arts plastiques et de I'éducation physique et sportive, on ne fait plus non plus des sciences naturelles, encore moins de
I'histoire naturelle, mais de la biologie. L'unification de I'école a fait voler en éclats le paradigme pédagogique d'une progression du
simple au complexe. En vue de leur scolarité future anticipée, on fait entrer d'emblée les éléves dans la complexité des savoirs gu'ils
doivent maitriser dés leur plus jeune age pour pouvoir les monnayer le mieux possible ensuite, a I'adolescence.

Exit le modéle de la lecon de choses congue comme legon d'observation. Dés I'école primaire, on n‘apprend plus des « choses », mais
des concepts (souligné dans l'original - MD) : non plus le systéme digestif, mais la digestion ; non plus les fonctions principales de la vie,
mais la construction du concept de vivant. Quant aux classifications descriptives des trois regnes de la nature, qui faisaient le corps du
cours de sciences du Cours élémentaire au Cours supérieur, elles perdent a la fois leur légitimité pédagogique et leur légitimité
épistémologique.”

Pierre Kahn, De I'enseignement des sciences a |'école primaire; I'influence du positivisme, Hatier,1999.
http://pst.chez.tiscali.fr/svtiufm/positivi.htm
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b) Deux ou cing opérations arithmétiques?
Les enfants doivent apprendre quatre opérations &, :) et non pas deux.

De plus, il faut prendre en compte la remarqudopide de Ron Aharonl'One is that in fact there arBve
operations. Beside the four classical operationsdtig a fifth one, more basic and important: thafarming a
unit". En ce sens] n'est pas essentiellement I'élément neutre deaulépfication, "multiplier par 1 ne change
pas le résultat", mais signifie tout d'abord quet teombre entier est un multiple de I'unité choigie I'on
notel.

c) Distributivité = associativité?

Les liens entre l'addition et la multiplication eigsges ne correspondent pas a la distributivitélade
multiplication par rapport a l'addition

- la distributivité de x / + elle-méme apparaiseatiellement pour I'enfant qui apprend sous Iméor
" Pour multiplier une somme par un nombre, il fauttiplier chaque terme de la somme par ce nothlrest-
a-dire
i) seulement le sens de la droite vers la gadehax( b + c) = axb + axc
ii ) sans limitation du nombre des termes deolame

- pour I'enseignement primaire, elle est plusien hvec la propriété suivante de la multiplication
" Pour multiplier un produit par un nombre, il suffie multiplier un facteur du produit par ce nombreui est
elle-méme une expression non symétrique de l'asatd de la multiplicationifl estk x (a x b) = (k x a) x b].
Si I'on veut s'exprimer en "termes d'axiomes" dssdéveloppemende la distributivité de x/+ apparait plutdt
comme la non-distributivité de la multiplicationrgapport a elle-méme.

d) Multiplication et division

Comme la division n'apparait pas dans la listeagdémmes de corps ou d'anneau, la compréhensioexparple,
des liens qui existent entre la division et la mlittation ne peut non plus apparaitre. Or lesstfmiopriétés
suivantes (la derniére étant l'application sim@dtamles deux premiéres), qui ne font pas particagigsnes
d'anneau ou de corps,

i) Si l'on multiplie le dividende d'une division par mombre, le quotient est multiplié par ce nombre
i) Si I'on multiplie le diviseur d'une division par aombre, le quotient est divisé par ce nombre
iii) Si l'on multiplie le dividende et le diviseur d'uigision par un nombre, le quotient ne change'pas

sont cependant fondamentales car elles sont &éadeala compréhension

1) de la simplification des fractions
2) de la justification de l'algorithme de la diesides nombres décimaux pour la iii

e) Commutativité de la multiplication

Méme si un des axiomes est directement nécessaielénseignement primaire, le statut de son gmeeient
n'est pas celui qu'il a dans une visée plus puremmathématique. Si I'on prend l'exemple le butiahitie
I'enseignement de la commutativité de la multipicra

i) on ne l'enseignera pas sous la forme axb = bancore moins avec des quantificateurs) maislsous
forme Le produit de deux nombres ne change pas si I'angd I'ordre de ses facteurs

i) son utilité principale est
- de pouvoir, lors de la pose d'une multiplicatiomettre "en haut" le nombre qui a le plus de

chiffres significatifs
- de vérifier une multiplication en la posant avers.

8 Et le reste est multiplié par ce nombre. Ceci est la base d'un exercice qui permet de savoir si un éléve a réellement compris la division d'un
décimal par un décimal : Lire, sur la division posée, le reste correspondant au quotient au 1/10 de 2,3753 par 0,7.Réponse, bien entendu : 0,653
car 0,7x3,3 + 0,653 = 2,3753.
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f) Arithmétique et langue maternelle

Aucune des regles de calcul que je viens de damuoglisent de formulation algébrique mais sontcantraire
exprimées dans la langue maternelle. La raison ipale n'est pas que les éleves risquent de negisis Ia
richesse de ces formulations en en ayant une ctrepséon seulement formelle - ce qui est un risgek-rmais
surtout que la véritable compréhension de l'abstragasse toujours par une explicitation dansalaglie
maternelle. Une conséquence en est que la bonnesmaies mathématiques, a quelque niveau queitteeso
coup-ci, suppose une bonne maitrise de la languien@gst elle-méme possible que par une maitrise
particulierement solide de la grammaire qui perden exprimer la subtilité. Cette dépendance estaht plus
vraie que les mathématiques sont parmi toutes &&ras celle qui nécessite peut-étre le plus deigion dans
I'énoncé de leur raisonnement et de leurs progriété

"Notre langue exprime par ses flexions, par l'ordréme des mots des nuances infiniment [...] délicates
[...]. La moindre de ces nuances peut vicier un namsament mathématique ou I'on doit suivre
rigoureusement la ligne droite et ou le moindreréesst interdit. Pour comprendre ces nuances, it fau
avoir appris a les sentir; il faut en avoir acquise longue habitude pour les saisir du premier csamps
hésitation et sans effort. L'enfant comprend lemgés en bloc pour ainsi dire, et si on le laisgaite il

les écrirait toutes en un seul mot. Chaque motcesime un centre d'associations d'idées, comme un
fanal qui éclaire tout un canton de la consciendes; divers mots d'une méme phrase luisent en méme
temps ; leur lumiére se méle ; les champs qu'ilai®nt empiéetent I'un sur l'autre, sans que I'angse

dire duquel de tous ces phares tel ou tel poietlérplus de lumiére.

C'est la comprendre comme voit le myope a qui lesrsl points de I'objet apparaissent comme des
taches débordant les unes sur les autres, et pesedl celles que lI'on admire dans certains tableaux
modernes.

C'est cette sorte d'illumination continue qu'on el d'ordinaire l'intelligence d'une phrase. Beaupo
d'’hommes, méme adultes, n'en demandent pas daeankeg plus raffinés d'entre nous s'en contentent
méme neuf fois sur dix ; cette facon de compreledirncais suffit en effet pour les usages ordiemde

la vie. Chaque phrase nous suggere, par le simple de l'association des idées, les mouvements
appropriés; quand on nous dit, allez a droite, hegscles qui nous dirigent vers la droite se coritac
tout seuls. C'est assez pour vivre.

Mais c'est déja trop peu dans bien des cas poupligart des hommes civilisés; c'est tout a fait
insuffisant pour quelque chose d'aussi subtil gaerdisonnement mathématique. Dans ce laminoir
délicat, les phrases en bloc ne peuvent pas pafsgt lui présenter des matériaux moins grossier
réduits pour ainsi dire en petits morceaux par ébse verbale.

Pour celui qui n'est pas exercé a cette gymnastidpse mots, [les expressiogs] multiplie, ou que
multiplie, ne représentent pas tout d'abord l'idée d'un prorrelatif au nominatif ou a l'accusatif, mais
je ne sais quelle vague notion de multiplicatiate;cette vague notion le mathématicien n'a que fair

Henri Poincaré, i.es sciences et les humanité$aris, A. Fayard, 1911.
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Bref historique de la disparition de |'enseignement des opérations’

"Nul n'aurait imaginé, il y a quinze ans, la floraison d'appareils peu onéreux, d
1978 la portée de chacun et d’'abord des éléves. Aujourd’hui la question n'est plus de

savoir si le calcul va reculer, mais quand il va disparaitre."

Simon Nora, Alain Minc,

in L 'informatisation de la société, rapport pour la présidence de la République

1882 - 1970:

CP : Numération jusqu'a 100 et 4 opérations (muttadion et division par 2 et 5)
CM : Maitrise de toutes les opérations sur les enéieles décimaux

1970
(Arrété du 2 Janvier 1970 — BOEN N°5 du 29 Janv@@r 7

CP : Numération, additian

CM : Multiplication des décimaux au programme, maasfigure plus que ladlvision exacte d'un nombre
décimal par un nombre décimalpage 376) pour laquelld'dn se limitera dans les exercices a des nombres
simple$ (page 377). Le quotient approché ne sera plutogie dans les exercices :

" 7.2 2.5. Quotient approché : Le sens des expressipotient a 1; 0,1; 0,01 prés pourra étre précisé
I'occasion d'exercicéqpage 377).

Programmes 2002

CP : "Alafin du cycle Zid estCE1], seule la technique opératoire de I'addition esgible.’
CM (Compétences maximales exigibles) :

a) Opérations sur les entiers
Multiplication : "Calculer le produit de deux entiers (3 chiffres Rachiffres) par un calcul posé
Division : "Calculer le quotient et le reste de la division laienne d’un nombre entier (d’au plus 4 chiffres)
par un nombre entier (d'au plus 2 chiffrés)

b) Opérations sur les décimaux
Ne restent que l'addition et la soustraction deslux, la multiplication d'un nombre décimal parantier.
Supprimées du programme du primaire :

1980 : division de deux nombres décimaux.

1995 : multiplication de deux nombres décimaux.

2002 : division d'un nombre décimal par un nondger.

Prérapport commission Thélot (Sept. 2004) :

CP-CE1: "Comptet
CE2- Sixiéme: "Calcul’
Cinquiéme-troisieme: "Opérations mathématiques

*kkk

¥ Lire : "Quelques éléments sur I'enseignement primaireédTeir 2004 :http:/michel.delord.free.fr/synth-prim.pdf
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Notes de fin

" Ueber angewandte Mathematik in ihrer Bedeutung fir den Unterricht an den hdheren Schulen, cité par Ludovic Zoretti, in
Préface de Legons d'algébre a I'usage des classes de mathématiques, Deuxieme édition, Vuibert , 1921.

" Antoine Prost, Histoire générale de I'enseignement et de I'éducation en France, Tome IV: L'école et la famille dans une société
en mutation (1930-1980), Nouvelle Librairie de France, G.-V. Labat — Editeur, Paris, 1981.

i Renegotiating secondary school mathematics: A study of curriculum. Change and stability, Barry Cooper, The Falmer Press,
1985. ( http://membres.lycos.fr/sauvezlesmaths/Textes/IVoltaire/cooper.htm )

" Henri Poincaré, La Valeur de la Science, Emest Flammarion, éditeur, Paris, 1927, 280 pages.
Chapitre V : L'analyse et la physique, p.138.
L'intégralité du texte est disponible & : http://www.ac-nancy-metz.fr/enseign/philo/textesph/Valeurdelascience.rtf

¥ http://www.sauv.net/prim

¥ http://michel.delord.free.fr/fo_intuit.pdf

vii

Ferdinand Buisson in Calcul intuitif, Dictionnaire de pédagogie d'instruction primaire, Hachette, 1887.
Tome 1 de la premiére partie, pages 316 a 317. http://michel.delord.free.fr/fb-calcintuit.pdf

i BOEN, N°5, Jeudi 29 Janvier 1970.

X Marguerite Robert, Un nouvel état d’esprit, In La mathématique a I'’école élémentaire, Paris, Supplément au bulletin APMEP
n°282, 1972, 502 pages, page 17.

*BOEN, page 355.

¥ The Mathematics of Physical Quantities

Part I: Mathematical Models for Measurement, February 1968
Part II: Quantity Structures and Dimensional Analysis, July 1968
In American Mathematical Monthly. Vol. 75.

Introduction is at http://michel.delord.free.fr/h_whitney.pdf

Xii

Exercice de la page 108 de : Louis Postel, Roland Moujan, Mathématique au CE, classiques Sudel, 1970.

I http://www.cndp.fritextes_officiels/college/programmes/acc_prg3/acc_prg3_maths.pdf

*¥ Ferdinand Gonseth Les Mathématiques et la réalité : Essai sur la méthode axiomatique, 1936. (Réédition: Librairie
Scientifiqgue et Technique Albert Blanchard, Paris,1974.) Extraits :

Chapitre IV : le double visage de I'abstrait http://michel.delord.free.fr/gonsethqg.pdf

Chapitre VI : la nature du nombre entier http://michel.delord.free.fr/gonsethn.pdf

* C-A Laisant, Initiation mathématique, Paris, 1910, dixiéme édition : http://michel.delord.free.fr/lais-init1.pdf

“ http://michel.delord.free.fr/poincare-sh.pdf
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