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Though it has been asked many times, there is oegtign | shall not dwell on, since | have so ofiewered it in
articles, books and talks; it is this: are scieneesre important to humanity than letters, and sboahe therefore
give a scientific rather than a literary educatioo children; or should one give them a literary hrat than a
scientific education?

Here is what | invariably answer: you might as wadk whether it is more important for people to eato sleep;
whether it is preferable to deprive them of food atiow them to sleep, or to deprive them of skeeg allow them
to eat.

| declare that in one case as in the other, thingtfinally happen in exactly the same mannerd &me result will
be, in a very short time, the passage from LiféaédoBeyond, for any person kept on such a diet.

But, for a long time now, we have been doing moress that very nonsense with the two halves ehé&m youth,
the literary category and the scientific one. Bwgdrsing literary as opposed to scientific educatiby training
lawyers who have no idea of how a locomotive waalangside whom one could imagine engineers withgps
very strong mathematical backgrounds but unawareutdhout their lives, that there was ever a manlechl
Rabelais and another named Paul-Louis Courier, hadl create two castes of half-men, but never adnity, nor a
society, nor a fatherland.

It is even shameful and humiliating, among peogie wall themselves civilised, to think that suajuastion could
ever have been aked!

Charles-Ange Laisant, L'éducation fondée surciar&e, F. Alcan (1904), p. 71.

Since these years and the counter-reform of 19igdethas certainly been progress in this direclitie. elimination
of teaching concrete numbers has moreover mearseiharation of mathematics from its "areas of apptin”: to
go with the literati without any notion of sciensghool now also produces students of mathematiocsden't know
physics and physicists who don't know mathematics.

It has thus passed from the hand-crafted produdfidralf-men to the industrial output of fractioqedople, quarters,
eighths, and so on ... which thus constitute the ef our nation.

| shall try, beginning with examples from what sechwas around 1900, to show glimpses of its gresthehich
might help us modestly to find the way back tauitéty.

Michel Delord, November 23, 2004

* % %

- "The programmes of the French primary school amegverage, one or two years ahead of those of othumtries."
- The problematic of the counter-reform of the Séiesn

- The intuitive method: The example of reading aaldwdating in Grade 1

- The main point of rupture in 1970: The eliminatmfroperations on magnitudes

- Comment passer a I'abstrait et au logique ?

- Two objectives regarding calculations with magadés

i) Introduction to dimensional analysis: No oslef magnitude without magnitudes
Higher mathematics and elementary arithmetic
i) Numerical calculation: from arithmetic to fieaxioms.
Appendix:

- Brief history of French national arithmetic derdarfor grade 1 and 5: A slow but sure and massiweeback to Middle Ages' pedagogy
- A 1956 Grade 1 exercise book (alsotetp://michel.delord.free.fr/cp56p.pif



http://michel.delord.free.fr/cp56p.pdf

On the History of French Primary Schools

Logic is for mathematics what the skeleton is far animal, which

would not be able to stand up without it; but itulb be a strange

zoology which never dealt with anything but sketeto _
Felix Klein

"The programmes of the French primary school aren @verage, one or two years ahead of
those of other countries."

The French primary school was, for a long time, ofithe best in the world. This was attested aly esrthe 1880's,
whenFriedrich Engelswrote in a letter, dated October 28, 1885Atmust Bebel: "At this time, the French have the
best schools in the world"The phrase "at this tindeis a direct reference to the laws put in placenrl881/1882
onward byJules Ferry,Minister of Public Instruction. He imposed in padfiar what interests us here: mandatory
national curricula for primary school, which actyalaried very little from that time until 1970,ahis, for almost a
century.

This high level of the French primary school wasalttested, in a contrary spirit, Bptoine Prostpne of the main
theoretical artisans of ttumbing dowrreform of the 70's, which was to take the philosoglly opposite view of
the preceding programmes and progressions. Hareéxcerpt from his book describing the schoohef30's:

"One finds, for instance, in the curriculum for the
Grade 8", operations with fractions and grammatigal
niceties about the past participle which 75% of |the
students will master only at age 13-14.

According to international comparisons made by| R.
Drottens in 1954, French children learn to conjtmp
verbs two years earlier than their German or Dufch
counterparts ; they begin logical analysis
sentences, K.H.] two years before the Germans|and
four years before the ltalians; they must know ho
count to 1000 while the most advanced of their
neighbours stop at 20 ; they learn multiplicatiand
division by two-digit numbers one year before |the
Germans and the Dutch, two years before the Bedgian
and the Italians. While the Belgians and the Dgtch
begin to work with percentages in their 5th yean of
school, and the others in their 6th, the Frencluggie
with them from their 4th year on. Truly, one of the
characteristics of French education is exactly docé-
feed notions to children too young to assimilateni]
or to demand of them behaviour which they cannb} ye
perform physically."

e

Division is a difficult art, especially when youeaso little.
French primary curricula are, on average, one optyears
ahead of those of foreign schools, but almost dwaf
students have to repeat at least one year.

If, on average and for almost a century, Frencim@ry school was two years ahead of schools intther @ountries
mentioned, it is not without interest to understaathe of the reasons for its success -- and thetas | wish to
pursue here.



The problematic of the counter-reform of the Seviest

That reform was a complete reversal of the precedotions of school. It corresponds to putting limcp a general
pedagogy centered on the reform of teaching Madlies:"the new Math"-and of French for which th&aduction
of the communicative approach would eventually aeplthe "scholarly” study of language, which me&ango to
school..to learn what we know of language without goings¢hool(Henri Poincarg). It is important to note the
historical role of the new didactics, invented histtime as the pedagogy of mathematics; it intcedufor
mathematics concepts like tHilactic transpositiohwhich later spread to all subjects.

Two factors which converged to increase the costchboling, would have a fundamental influencetendecision
makers:

- The desire to prolong the duration of compulssmiyooling, from 14 years of age since 1938 to Ey/m
1959 (reform oBerthoinwhose complete effect did not exist until 1967)
- The post-war Baby Boom required a greater nurobstudents to be sent to school

Faced with this double threat of an increasing stipopulation, the political and economical decisimakers,
panicked by the spectre of a "student explosionlld/de responsive to any form of argument whichvedid costs-
cutting by reduction.

Among these two were fundamental:
- i) Teaching abstraction from the start For example,

- Immediately doing "pure mathematics" - i.e. téaghdirectly axiomatic and structures - in primary
school, instead of arithmetic and calculation: Etemeformers, in their first manifesto (Charte de
Chambéry, January 1988 claim that they want to teach to all schooligels, 'Modern Mathematic,
better called constructive, axiomatic and structuwanception of mathematits

- Or imposing on high school part of the teachingnmally reserved for the universityTHis meeting,

the Royaumont Seminar, took place in the autumt96® in France. Together with an associated
survey of current practice, it had been conceivétinthe OEEC earlier in 1959 for "the purpose of
improving mathematics education” for "universitypaale" pupils.. Since there is no turning back, nor
hope of lengthening the years of study devotedattnematics, there is a "squeeze" in the course of
this study. The only solution is for the secondsufyool to take on some of the burden now resting on
the universityjunderlined by me, MD]perhaps as much as is compatible with the inteld ability

of secondary school puglls

- ii) Making the programs lighter. Since, according tAntoine Prostthe frequency of redoing a year in the
French school system was due to its teaching sulvjetter to students too soon, a pedagogy wasdintex!
which lightens the content under the general ptetfeat a student learns better if there is lesgetrn. This
affirmation is certainly true for a teaching reddice learning procedures and skills of immediate, us
allegedly practical but in fact blind, exclusiveigcused on memorization where one does not unchersta
what one learns. But

- it becomes completely false as soon as one dirtiteedearning of notions which are logically
interrelated because, in this case, the eliminatioane link in the chain of reasoning makes the
learning of the remaining notions more difficulteren impossible: Insights are fertile only when
they are intertwined. If we get attached only tosen which might yield immediate results the
intermediate links will be missing and we will mmder have a context(Menri Poincar§).

- it creates by itself a dynamics of progressivarting out : ‘an infernal spiral which pretends to

! This concept, false dichotomy between scholarly knowledge and teachable knowledge, comes from the impossibility to teach new maths in primary
schools. It is one of the innumerable false dichotomies which produces

i) real difficulties for teaching in primary schools

ii) new false dichotomies et more difficulties to teach in upper levels



facilitate comprehension by thinning out fundamerikaowledge. The result is exactly the
opposite: ‘Swiss cheese structure’ of curricula psmkhe understanding of fundamental know-how
more difficult if not impossible. This will serve a pretext for further alleviation, but above ill
destroys in the child any possible access to rafign Instead, it systematically teaches him to
‘think’ incoherently and reduces learning to proceal contents which even can no longer be
mastered because the very mastery of their meahanipresupposes a minimum of
rationality."(Petition against new primary school curriculungVémber 200%)

* % *

In this sense, the continuing problematic effeahefcounter-reform of the 70’s

- i) is not only an alleviation but a modern form of otigrentism
- obscurentisticand medieval in the historical sense as is shoviowbby examples of Grade 1
curricula which in effect return to teaching methdrom before the age of Enlightenment.
- modernbecause it sees no sense in the contents taugiptefer their applications (obsession
with manipulativey, partly because it includes the utilitarian aon ‘fgetting a pateft, which was
certainly not the case in historical scholasticism.

ii) is worse than the formal conjunction of histaral scholasticism and empiricism:
- Analysed historically these are not regressiopsabise the dynamics of the evolution of
scholasticism constitutes progress, and experirtientdtself is a means of overcoming the
dogmatism of revealed truth.
- Historical scholasticism safeguarded the “logiccontents” which the dynamics of the reforms
has destroyed by emptying the notion of curriculofrits content when emptying the curricula
themselves of their contents. Roger Bacon certaligynot aim agetting a patent

iif) makes the attendance of school and the increaséairs, for the first time since its the foundatioin

the 19" century, not a sign of progress but even pernaitmental regression in students
- This fundamental point, which partially justifidhe success of homeschooling will not be
developed here at length: without mentioning thitumfof patients to orthophonic clinics as a
result of modern reading instruction, one coulefyitouch on the example of mental arithmetic
which would be better not taught at all than tauilet way it is. In fact, ever since it has been
taught as €alcul réfléchi”, which mixes written and mental arithmetic, aduéaching mental
arithmetic means investing a lot of time to unleaftexes formerly taught.

The intuitive method:
The example of reading and calculating in Grade 1

In contrast to theheories of alleviationthe effectiveness of teaching in the years 180970 is based, to
accelerate learning, on the synergy brought abguédrning different subjects and the various cpteeelated to
one another within the same subject : whence tipitance of the coherence and compactness of glarrithen
called plans of study). This design is one of tasds of the "intuitive method", a pedagogical mgthatended first
and foremost for elementary teaching, whose priesipvere repeated at the beginning of evkrstructions
Officielles until 1945. As a characteristic example one cdakk the curriculum of Grade 1 as explained by its
principal theoretician, Ferdinand Buisson (18412)9%e was the director of elementary teachinchatMinistry
Public Instruction between 1872 and 1896 and thieuauof the monumentaDictionnaire de pédagogie et
d'instruction publique(7000 pages in 4 volumes) intended as a referarm& for teachers and written by the
intellectual elite of the time. He also received Nobel Peace Prize in 1927. He describes it &safsl

2 http://www.sauv.net/prim

The aim of learning science, against mathematics on chalkboard, is to get patents according to two important present decision makers of French
Ministére of Education. See: Philippe Joutard et Claude Thélot, Réussir I'école, Pour une politique éducative, Le Seuil, 1999, 292pages, page 179.


http://www.sauv.net/prim

Intuitive method don't use senses and intuitiole&ching with the aim that pupils stay lifelongfais level of
understanding but to teach them how to get richeftt...

We must not delay the moment when abstraction ecdine form and the condition of teaching : find fo
every pupil and every subject the precise moment fvhich you pass from the intuitive form to thetedt
one is the great art of a true teacher

In what does the intuitive method consist as faglamentary school is concerned ... ?

In a certain progression of teaching which leaves thild the pleasure and benefit, if not of disggvand

surprise, that would be promising too much, thefeast some initiative and intellectual activityveh if one
does not show objects or images, one can be sdd teaching by intuition every time one choosesead

of making him follow the teacher passively and at@eready-made lesson with docility, to provoke 1o

search, to help him find, to put him on the path da old and very apt image would suggest) and liave

him the merit of taking a few steps by himgg&)uoted from articlef\bstractionand Intuition et méthode
intuitive of Dictionnaire pédagogiqye

The greatnesses of Ferdinand Buisson curriculursfade 1 was the use of synergy between simultaneaghing
of French and mathematics and simultaneous teadfiparts of a subject

i) For French, simultaneous teaching of writing aeeding against the archaic method which sepathtgeswo
sides: first reading (successively letters, sydlaplvords, sentences) after writing (letters, bldis, words...). New
global methods of reading are a comeback to thieges pupils recognise the picture of a word dort't know
how to write it.

i) For mathematics,
a) Simultaneous teaching of numeration and opergtibecause simultaneous learning of numerationttandour
operations actually facilitates the learning ofreltom each. Indeed:
- numeration is linked to the other operations,.e30 means 8mes100,plus 4 times10.
- each operation is defined with respect to thersth
- the 'intimate acquaintance with numbers' (as REmem puts it) is only achieved when a number is
conceived as the result of the various operatiam®e doesn't really understand '6" until after kimgvthat it
lies between 5 and 7, that it is equal to 4+2, 9+11,, 8-2, 2x3, 6x1, and is the quotient (befemainder) of
all the numbers from 12 to 17 when divided by 2.

b) Simultaneous teaching of mental and writtenwudatton: actually, mental calculation is taughtdyefwritten one
for little numbers as method for being obliged toWw it and to see use and power of written one.

You can read in Appendix a brief history of Fremshthematics' Grade 1 curriculum: you will see itsaevolution
since 1970 is a come back towards the archaic mstivhich separated teaching of operations and ratiner £
yearnumeration 2" yearaddition 39 yearsubtraction 4" yearmultiplication, 5" yeardivision

FULL TRANSLATION RESUMES ON P.12

*hkkkhkkkhkhkhhhkhhhhhhhhhhhhhhkrhhkhhhrkhhirkx * * *k* *% * ** ** **
On pourrait presque dire qu'il y a deux logiqueslle de I'enfant et celle de l'adulte, I'une qui tsite
naturelle et intuitive, l'autre plus savante, phé$léchie, plus méthodique. C'est une grande tamtgiour le
maitre de suivre cette dernieére voie, parce qustd&eseule rationnelle, la seule qui satisfasse esprit a
lui, son besoin d'enchainement et de déductionligkguc'est celle qui est vraiment naturelle sofhme fait.
Elle va du simple au composé, du principe a la éqoence, de la régle a I'exemple. Et c'est justeoeequi
fatigue et rebute I'enfant.

Et les anciennes méthodes étaient inexorables au d¢® la logique sur la nécessité de ces intermasabl
préliminaires. Voulait-on apprendre a I'enfant éelP On prétendait commencer par lui apprendre teuges
lettres, puis leurs combinaisons en syllabes, adativer a un mot et surtout une phrase. Queledes
traverser pour la pauvre petite intelligence! Deléature on passait I'écriture et I'on procédaitméme: non



pas le mot d'abord, non pas méme la lettres, negigdmbages, les «batons». Qui ne se rappellotepies
pages de «batons» de sa premiére école? Et de mmémesure qu'on passait a quelque autre étude: en
géographie, la nomenclature et la définition aperjgar coeur de tous les termes géographiques, istlau
définition de la terre, sa division en océans emntowents, et leur énumération et I'énumération eers
subdivisions, le tout avant d'arriver un seul n@milier a I'enfant, & un seul objet de sa connaissa

Tout cela était-il absurde, illogique, déraisonne®lNullement. C'était la marche d'un esprit mdr, qui
sachant réduire en idées abstraites la sciencd doft étudier, prend tout d'abord les plus simpéisles
enchaine graduellement en combinaisons de plususrcpmplexes et toujours rigoureusement subordesiné
les unes aux autres. Tout autre est la marcheederiit enfantin qui veut aller vite et joyeusenduntonnu a
l'inconnu, du concret a I'abstrait, du facile aufitile, plutét par bonds que pas a pas. On a ditlquefois
gue l'intelligence de I'enfant est capricieuseedlk I'est pas,elle nous semble I'étre parce gquied pas la
continuité et la régularité de la nétre; elle aindedeviner,a découvrir, a jouir de I'étude au liea dy
astreindre, & jouir surtout de la conscience defarae et de sa liberté, a se sentir agir. L'enfasatmontre
pour les exercices de l'esprit ce qu'il est pouwnxcdu corps: une longue promenade réguliére et ruomo
l'abat et I'énerve, un exercice méthodique de gwtiopze ne le récrée qu'a la condition d'étre trésirt;
laissez-le, au contraire, courir en liberté, s'ébata son gré, changer d'exercice et s'exercer yapsnser,
alors il est infatigable. La méthode intuitive,léebju'elle s'applique aujourd'hui a toutes les s de
I'enseignement primaire, n'a pas d'autre objet daeenir compte de ce besoin de spontanéité, déteaat
d'initiative intellectuelle de la part de I'enfant.

En lecture, au lieu de lui faire passer en revuetds les lettres et toutes les syllabes vides ds, &m lui
donne, des qu'il sait deux ou trois lettres, détpehots qui occupent sa pensée, satisfont sonimmaton,
aiguisent sa curiosité pour les lecons suivantbagae lecon portant pour ainsi dire sa réecompenselke-
méme: l'ordre logique peut en souffrir, et il fagie I'enfant plus d'une fois supplée par une sdee
divination ou d'intuition a ce qui lui manque rigeusement pour étre en état de déchiffrer le mats riest
la précisément qu'est le plaisir pour lui; I'obsia@st franchi, il a le sentiment de la conquétél gient de
faire; il n'est pas encore a I'age ou l'on tiensé rendre compte minutieusement et consciencienselas
procédés qu'on a suivis, et il ne demande qu'aguure. On aura le temps plus tard de lui faire lgser ce
gu'il saisit a présent d'un coup d'oeil juste, maip rapide.

En géographie, on I'entretient tout d'abord de oél@ sous les yeux tout prés de lui: et par agaoon lui
fait comprendre, en étendant progressivement seizdmg tous les grands phénomeénes qu'il n'a pasavus
l'aide des petits qu'il voit.

En arithmétique, on ne commence pas par lui rédéenombres abstraits, leurs rapports et leurs:laiest
sur les objets concrets qu'on exerce d'abord stenion, et I'on se sert des sens non pour quit yecours
toute sa vie, mais pour lui apprendre a s'en pasgemoment ne tarde pas ou I'on peut lui fainecfale téte
et par intuition des opérations qu'il ne pourragigreusement raisonner que bien des années apraly. d
pas d'enfant qui ne puisse faire mentalement et sdforts des soustractions, des multiplicationss d
divisions sur les dix premiers nombres, voire méardes fractions, longtemps avant de soupconnengrié
nom des quatre régles.

En grammaire, et la peut-étre plus utilement quequd ailleurs, l'intelligence de I'enfant peut étlivrée a
elle-méme provoquée a trouver la regle et non ag®etoujours a l'appliquer passivement, encouragée
procéder par analogie, a faire proprio motu les gdlisations que le livre donne sans doute touaésd et
toutes classées, libre effort de I'esprit, de Feia® méme de la pensée et de la parole

[Ferdinand Buisson, Articléntuition et méthode intuitivein Dictionnaire de pédagogie et d'instruction
primaire, Hachette, 1887. Tome 2 de la premiére particepadg74 a 1377.]

Sa grande force, contre les méthodes précédengeB.gBuisson qualifie & juste titre d'archaiques|astiques et
moyenageuses, est de s'appuyer sur :

- i) 'apprentissage simultané de la lecture et'd@witure (méthode dite d'écriture lecture) alors que leshodes
précédentes en séparaient I'apprentissage.




-ii) l'apprentissage simultané de la numératiodest opérationsu plus précisément l'apprentissage simultanéldes
opérations au fur et & mesure des progrés danmdiaissage de la numératiée calcul intuitif alors que les
méthodes précédentes apprenaient d'abord la niomépatis successivement chaque opération séparémemt
effet,

- la numération est liée aux opérations : 340 figbien 3fois 100plus4 fois 10

- chaque opération se définit par rapport aux aup&rations

- la "connaissance intime du nombr&&né Thomn'intervient que si un nombre est congu commaltads
des différentes opérations : on ne comprend vrdiceigu'est 6 qu'une fois dépassée la compréhedsisa
place dans le comptage (entre 5 et 7) pour sawwir @st le résultat de 4+2, 5+1, 7-1, 8-2, 2x3]1 6k

quotient des nombres 12 & 17 par 2... Mais laispansr F. Buisson :

"Dégagée des considérations psychologiques qui if@ptirée, [la méthode du calcul intuitif] fait
faire aux enfants, d’eux-mémes et par intuition,dpérations essentielles du calcul élémentairée;aepour
but de leur faire connaitre les nombres : connaiireobjet, ce n'est pas seulement savoir son nést c
I'avoir vu sous toutes ses formes, dans tous s¢s, élans ses diverses relations avec les autressopc’est
pouvoir le comparer avec d’autres, le suivre daes sansformations, le saisir et le mesurer, le goser et
le décomposer a volonté. Traitant donc les nomlbm@ame un objet quelconque qu'il s’agirait de rendre
familier & l'intelligence de I'enfant, Grube s’é\contre I'antique usage d’apprendre successiveraart
éléves d’abord I'addition, puis la soustraction,ples deux autres regléf=. Buisson]

- iii) une_compréhension fing propos du calcul mental, de la liaison initietgre 'apprentissage de la langue et
celui_du calcul En effet le calcul mental apparait dans Detionnaire pédagogiqueavec deux objectifs
complémentaires :

- a) un objectif général appuyé sur le fait quedieul mental est exclusivement basé sur la nuioérparlée

et pas du tout sur la numération écrite: I'élevelmiepas se représentda langue des nombres comme étant
nécessairement une langue écrite. Au contrairefaildrait bien le familiariser avec cette idée que
l'arithmétique parlée précede l'arithmétique éctitie tout a a fois pour combattréusage trop habituel de
I'écriture pour les calculs les plus simplest avec comme objectif de développer chez I'élawee
gymnastique intellectuelle de la plus haute impmeedqui] fait contracter des habitudes d'analysedet
réflexion qui accroissent bien vite la perspicaaite I'esprit car "c'est par lui que l'esprit s'assimile en
guelque sorte la substance de I'enseignement ritbtreétique , et en recueille tout le fruit

- b) au Cours Préparatoire (Grade 1) en tantcgi@ul intuitif comme Un mode d’enseignement des premiers
éléments du calctien tant que calctiburement oral"précédant le calcul écrit pour les petits nombGeste
introduction ducalcul intuitif vise bien sir a développer l'usage du calcul memtattoutela scolarité : elle
permet

- d'apprendre effectivementl'usage et I'habitude du calcul mengal lieu de prétendre qu'il faut
I'apprendre et d'apprendre des techniques de |caffectivement mentaledi.e. basées sur la
numération orale) puisque I'éléve n'a a ce stadelpatres modes de calcul,

- de montrer également la nécessité et la supiéridui calcul écrit qui permet de traiter des ojEma
qui ne peuvent I'étre par le calcul mental.

On peut de plus assez facilement montrer, dansdiessexemples que nous donnons, que la modeg€sentée
par les principales découvertes de la pédagogie qumrante derniéres années est un retour aux dedétho
scolastiques qui utilisent démesurément la ménanirdétriment de l'intelligence et de l'intuition :

- i) les méthodes fonctionnelles ou mixtes sépagemouveau l'écriture de la lecture puisque leseéle
"lisent”" systématiquement des phases qu'ils negrgpas écrire

- i) on est retourné progressivement a la séparate I'apprentissage de la numération et du c@@it en
annexedrief history of French national arithmetic demarfdsgrade 1 and b

- iii) on a détruit ce qui faisait la force du aallanental, c'est-a-dire son caractére de calcutimépen
numeération parlée puisque I'on a introduit le "ghtaisonné " qui efface les frontiéres entre dafsantal et
calcul écrit.



Le point principal de rupture en 1970 :
L’abandon des opérations sur les grandeurs

Il ne s'agit pas d'une analyse que je ferais aegost mais de l'affirmation, en 1972, de I'APMERjncipale

association des professeurs de mathématiques leheuilriere de la réforme des mathématiques modegoeest
publiée dans le numéro spécial consacré au Buligfficiel, paru en Janvier 1970 qui introduit lestiis modernes
en primaire. Il s'agit donc d'une affirmation cefgret réfléchie :

L’abandon des " opérations sur les grandeurs " bi&n la mutation fondamentale apportée par les

programmes transitoires, c'est lui qui transformeofpndément les démarches de la pensée dans
I'enseignement élémentaire.

Cet abandon du calcul sur les grandeurs - et desaidmbres concrets - dans le BO n'est pas argéraenant que
tel mais figure sous la forme suivante :

Les phrases telles que 8 pommes +7 pommes = 15 @g@mappartiennent [pas] au langage mathématique

Ceci est bien sdr une absurdité certes pédagogmigsurtout mathématique puisque dés 1968, soi des avant
la publication du B.O. et quatre ans avant le contaiee de 'APMEP, le grand géoméHassler Whitneypubliait
un article qui donne un cadre mathématique axiamafi"'moderne”, au calcul sur les grandeurs. gjitstée The
Mathematics of Physical Quantitiel y déclare notamment - et démontre en donnaet siructure mathématique
sous-jacente (rays and birays) - qu'il est toatita'fnathématique" d'écrire :

5 cakes + 2 cakes = (5+2) cakes = 7 cakes ou bigd 22 (3 ft) =6 ft
Le contexte de l'introduction montre méme qu'ilevexplicitement les maths modernes en dénoncaatrmogént
I'absurdité des obligations langagiéres du typeniplétez : 2 cm ont méme longueur que ... mm ; 8@mhméme

longueur que ... cmpuisqu'il y est dit explicitement :

The fact that "2 yd" and "6 ft" name the same elgnoé the model enables us to say they are egheigtis
no need for such mysterious phrases as "2 yd mesishe same as 6 ft."

Ceci prouve entre autres que la pratique du calgulles grandeurs est bien plus "moderne" quedacti®dn du
calcul au calcul sur les nombres purs.

Et trente aprés 1970, nous en sommes fondamentaleaueméme point puisqu'on lit dans le documeritieff
Accompagnement des programmes de troisieme dgeollé

En effet, en mathématiques, on ne travaille padesugrandeurs (c’est I'objet d’autres disciplinesmme la
physique, la technologie, les sciences de la viledd Terre ou la géographie et I'économie parmegke)



Comment passer a l'abstrait et au logique ?

F. Buisson 1882 W. P. Thurston 1994
In caricature, the popular model holds that
Primitive tendency of pedagogy ... |i®. mathematicians start from a few basic mathematjcal

one of all the beginners in teaching : startingtructures and a collection of axioms "given" abthése
from the general idea of the science to tedcstructures, that

logically breaking it down in some abstract. there are various important questions to be ansdere
notions, defining each of those notions, tea@bout these structures that can be stated as formal
those definitions, then deduct rules and formulasmathematical propositions, and
and go on building, definition after definition,P. the task of the mathematician is to seek a deductiv
chapter after chapter, the whole theoreticgbathway from the axioms to the propositions or Hheirt
corpus of science, apart from giving later to thdenials.

pupils applications as exercises, problems IrWe might call this the definition-theorem-proof @T|

examples model of mathematics.
Ferdinand Buisso William P. Thurston, 1982 Fieds medal
Article Abstraction On proof and progress in mathematics

Une fois admis que I'enseignement des mathématigsesgour partie la maitrise par I'éleve d'absitvas reliées
logiqguement, ce qui n'est d'ailleurs pas propre raathématiques car tout pensée rationnelle estaithst on peut
effectivement se demander commeatser a l'abstraitLa premiére erreur consiste a évacuer la questioan
enseignant directement l'abstrait. Une autre esbdsidérer qu'il y a une opposition absolue ebtabstrait elLE
concret : sans nier cette opposition, on peut dénsr que, dans le cadre de I'apprentissage ( Btiskire de la
pensée), l'abstraction en tant qu'action, ié&eridre une vérité en éliminant de son énoncé demes qui la
particularis€'(D'Alembert et Diderot) est en fait un processiams laquelle chaque étape est en quelque sorte
I'abstrait de la précédente et le concret de leasite. Ferdinand Gonseth traite excellemment efd 1®3juestion
dans Les mathématiques et la réalité aussi bien a propos de la genéese notion de roqua de celle de points et
droites. Nous nous en tiendrons ici & la notionai@bre entier.

Pour donner quelques exemples (réducteurs par niappa perspective de Gonseth, beaucoup plus)ricimepeut
faire remarquer que la notion de nombre eritieest plus abstraite que la notit@ pomme®t que la notiorl0
kilométres 10 pommesgeprésente cependant un réel niveau d'abstraptisgue penser 10 pommes suppose,
comme il n'existe pas 10 pommes strictement ideesigque lI'on soit capable de ne pas tenir comptieuts
couleurs, de leurs tailles (et que I'on veuilledempter). Mais pensdiO kilomeétresest encore un peu plus abstrait
gue 10 pommesuisque il s'agit d'une distance que I'on ne pewtevoir directement par les sens et dont la
compréhension suppose si ce n'est celle du systeéteque (qui est ursystéme c'est-a-dire une conception
théorique) au moins celle de la liaison du kiloméirvec le métre (qui recouvre la distinction perdotreunités
fictivesetunités effectives

Ferdinand Gonseth précis@fi peut distinguer dans I'évolution du concept dmbre entier au moins trois époques
assez distinctes : la premiere précéde toute timetatonsciente de systématisation; la deuxiémeodée
spécifiquement arithmétique - se caractérise pag formulation explicite de la théorie des nombrasess ; la
troisieme seulement aborde au plan du « logiqude>.passage d'une époque a l'autre s'accompagnee d'un
transformation profonde de I'essence méme du natmbre

Il est intéressant de s'appesantir sur le passagtade arithmétique au stade logique car il va momener a définir
la notion d'unité et donc celle de nombre conc'est-a-dire de nombre suivi d'un nom d'unité.

Pour cela
- considérons I'ensemble des entiers naturelsi\1{2, 3, 4, 5, 6,...n...} et I'ensemble des mudtpiie 2 , nommé
2N : {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12 ...2xn...}.
- munissons I'ensemble 2N de deux lois de compositi
- l'une notéer : (2xn)+ (2xm) = 2x(n+m)
- l'autre notéé : (2xn)* (2xm) = 2x(nxm)



(2N, + , *) a bien une structure isomorphe a (N, +,x) pam) £ 2xn. Donc 2N est bien un modeéle de N. Et la
structure logique - axiomatique - de N est ce gualde commun a N et 2N (mais aussi a 3N, 4N, 5N, ...

On pourrait présenter cet aspect logique sougthagaes axiomes suivants que respectent biem (X) et tous les
(NN, +,*) :

Axiome 1: A chague nombre a succéde un nombre entier &rdift de a

Axiome 2: Seul le nombre 1 ne succeéde a aucun nombre

Axiome 3: Tout nombre succéde, directement ou par interaiéglia 1

Mais ceci ne suffit pas, car, si la suite 1,2,38.,5.. convient bien, la suite 1,2,3,4,2,3,4,2,3gbnviendrait
aussi . On ajoute donc :

Axiome 4: La suite des nombres qui, de proche en prochegslent a un nombre a quelconque est
isomorphe a la suite construite a partir de 1

Comme le fait remarquer F. Gonseth :

" Avec ces conventions, toutes les opérations aritjmes effectuables dans la suite des entiers &ouvn
équivalent dans la suite des entiers pairs et m@gjpement. La suite de tous les entiers et la sléteentiers
pairs seulement, considérées sous un certain amaglgaraissent donc comme identiques, bien que
considérées sous un autre angle nous sachionsifgarfant reconnaitre en quoi elles différent

Cette axiomatisation s'accompagne d'une analyda detion de nombre qui n'est pas sans valeur: Nais
faut pas en exagérer la portée. Dans tous les leasaxiomes ne sont aucunement des décrets libtezhen
arbitrairement formulés, avec lintention et le poir de conférer I'existence aux entités que sest |
nombres.

En particulier (qu'on veuille se souvenir a cetecasion de notre analyse du géométrique) il y asdan
notion de nombre tout un cété que les axiomes unehnt pas : c'est justement celui qui, dans legerde

la pensée, nous importe le plus ; celui qui se cafEpa I'idée de grandeur et que, par analogie aleecoté
spécifiguement géométrique des notions spatialerjs npourrions nommer le c6té spécifiquement
arithmétique ou numérique"

Cet aspect logique n'est effectivement gass valeupuisque c'est lui

- qui, a terme, est une des bases qui permet quelgpse d'évident pour celui qui le sait mais gtiume
conguéte importante de l'esprit humain : c'est éme opération 5x3 qui permet de trouver que Idine
rectangle de 3m sur 5m vaut 5mx3m= 15m2, de diee3% heures est égal a 15 heures...

- qui permet, dans la résolution des problémestltfaétique, une fois que I'on a précisé le systdharités
dans lequel on calcule et choisi les opératiornegteer, de calculeaveuglementc'est-a-dire en ignorant la
nature des unités utilisées, en étant sir de trda®n résultat

- qui a permis la création de tous les outils deutdormel.

Mais, comme le dit toujours Gonsetbn y perd l'idée de grandeysuisque dans ce cas, on assimile 1 et 2 puisque 2
joue le réle d'unité dans 2N alors que I'on sai trien qu'ils sont cependant différents. En qeefprte le fait que
tout nombre ne soit pas congu comme une grandent simplement du fait que I'unité n'est plus cengomme une
grandeur, c'est-a-dire sous la forme d'un nombmereo.

Et c'est la que I'on retrouve la dualité de 1 ¢urepeut exprimer [certes pas en primaire et ménes tb secondaire]
sous la forme 1 = 14 ou 1=1xu, ou u=1x u, u étant l'unité, c'est-a-dire la dualité de 1 congmme unité et
comme premier nombre, ou simultanément comme noatisiait et comme représentation abstraite dealadeur
unité. Cette difficulté n'a d'ailleurs été levéstdriquement qu'en 1585 par Simon Stevin qui désduxieme
définition de sorArithmétiqueaffirme pour la premiére fois sous la forme euelitie des demandeQUue I'unité est
nombré. Mais que cette difficulté ait été levée en 1B85mpéche qu'elle ne peut étre levée que si @igsté pour
celui qui apprend.

Quoi qu'il en soit, la maitrise du calcul sur leargleurs suppose non seulement qu'il soit enseigriént que tel,

c'est-a-dire centralement en tant que calcul ssrdifférentes grandeurs du Systeme Internationa. (non as
manipulatives ) mais que les grandeurs soientigmses systématiquement en tant qu'exercices peatigle
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mesurage des poids, longueurs, aires et voluntesles-Ange Laisant (fondateur de la relenseignement
mathématiquen 1899) répondait a un parent qui lui demandaget tycée choisir pour ses enfants :

"Avant méme de le confier a un établissement quglegrvous avez le droit et le devoir de vous enqdér
I'esprit de l'enseignement, des méthodes suivies,cdnditions de travail, sans pour cela qu'il vcaast
besoin d'étre mathématicien vous-méme.

Et surtout, ne vous laissez pas intimider par tedteur, proviseur, principal, peut importe le &trqui

prétendrait que vous vous mélez de ce qui ne vegarde pas. Deux observations seulement vont vous
donner une idée de la fagon dont vous pouvez &fesdre. Pour enseigner le systéme métrique,stexies
lycées ou il n'y a pas un instrument de mesuretranitre, poids, etc.

Pour I'enseignement de la Géomeétrie, [...]

Si donc vous faites des démarches pour I'entréeatiee enfant au college ou au lycée, par exemple,
demandez a visiter le matériel d'enseignement dits @t mesures, les instruments d'arpentage,Séton
vous répond qu'il n'y a rien de tout cela dans kison, sauvez-vous, et ne revenez jatfiais

Pour terminer reprenons la premiére lecon du Breuklaudricourt Freregyrithmétique et systéme métriqgue Cours
Moyen Paris, 1907.
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ARITHMETIQUE
NOTIONS PRELIMINAIRES

1. - On appellequantité tout ce qui peut étre augmenté ou diminué, comneesomme d'argent, un nombre
d'arbres, la hauteur d'un mur.
2. - L'unité est une quantité connue qui sert & mesurer a évedutes les quantités de la méme espece
gu'elle.
EX. : Si I'on compte les tables de la classe,esea de la cour, I'unité est utable, unarbre.
3.- Unnombre est le résultat obtenu en comparant une quansitd anité.
Il estconcrets'il désigne I'espece d'unité, comme 12 litresstlabstraits'il ne désigne pas l'espéce d'unité,
comme 12.
4, - 1l y a trois espéces de nombres
1° Le nombre entier, qui ne contient que des unités entiéres : qti@nes : 4 fr.
2° La fraction, qui ne contient que des parties de l'unité : tvaiigq centimétres : 0m,25; - deux tiers :
2/3.
3° Le nombre fractionnaire, qui est un nombre entier accompagné d'une fracttoois francs quarante
centimes : 3fr. 40 - deux unités un tiers : 2 1/3
5. - L'arithmétique est la science des nombres et du calcul.
6. - Lecalcul est I'art de combiner les nombres.



kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkk kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkk

RESUMPTION OF TRANSLATION
[As a tie-in, we have inserted tHellowing seven lines from the preceding untranslad text --KH]

The main point of rupture in 1970 :
The elimination of operations on magnitudes

We are not dealing with aa posteriorianalysis of mine, but an affirmation made in 19%2tilhe APMEP, the
principal professional society of French mathensatieachers and executive organ of the New Mathrmgfo
published in a special dedicated issue of the Bnl®fficiel in January 1970, which introduces tdew Math into
primary school. It is therefore a central and dmditbe affirmation:

The elimination of "operations with magnitudes"cirtainly the fundamental mutation brought in b th
transitional programmes; it is this element whidlofpundly transforms the way of thinking in elenagnt
teaching

[Historically , this rupture is initiated by Dedekind in his irdhtual bookleWas sind und was sollen die Zahben
he chides Dini for basing hisondamenti della teoria ..on the impure notion of magnitude. KHnd of insert]

In 1968, two years before the Bulletin Officiel, $séerWhitneypublished an article giving an example of "modern”
structure for operations on magnitudeays andbirays).Quotation :

Various properties of a model and its operationséhabvious meaning in the applications. For inseane
have distributive and associative laws:

5 cakes + 2 cakes = (5 + 2)cakes = 7 cakes
2 yd = 2(3ft) = (2 x3)ft = 6ft.

The fact that "2 yd" and "6 ft" name the same elgrméthe model enables us to say they are egoeatgtis
no needfor such mysterious phrases as "2 yd meathiweesame as 6 ft."

Hassler Whitneyrhe Mathematics of Physical Quantitiés
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Two objectives regarding calculations with magnitesl

Introduction to dimensional analysis: No orders afagnitude without magnitudes
Michele Artigue, a recognized specialist in mathesaeaching told us in 1992:

We purposefully posed “nonsensical” problems tadstus. The IREM of Grenoble went even further in
breaking the didactical contract by asking elementchool students nonsensical questions suchlasa*”
class, these are 4 rows of 8 seats, how old isehaeher?”; and outrageously we observed that moshe
elementary school students put themselves to workolving these problems as thought nothing was
unusualaand they did not pick the mathematicaraipen at random: the teacher was determined t@be
years old.

In my opinion there is nothing outrageous aboutpteeedure followed by the stud@mtho was only regurgitating
that which we taught him and that has been in ffieia curriculum for the past 30 years. This sition arises
when:

i) We have only taught pure numbers to the studmmd, therefore we have not given him the definitddn
operations (which is only possible and was donethiea chapterMeaning of operationswhen using
magnitudes and concrete numbers). The studentfohereas no criteria which would allow him to selan

operation or to subsequently verify if the ressiltlimensionally correct.

i) In addition, we have really stressed the netgess calculating the order of magnitude. This erdf
magnitude therefore becomes the only rule thatestu#nows to allow him to guess which operation to
employ.

The student proceeds in the following manner. Heutates 8+4=12, 8-4=4, 8x4=32, 8/4=2, 4/8=0.5 aiuice in
terms of order of magnitude the teacher cannotilplgdse 12, 4, 2 or 0.5 years old, thus the teach8p.

Not having a definition of multiplication, the sttt cannot know that any multiplication can be exped as
multiplication defined by multiplicand, a concratember with a specific dimensional unit, and muikip pure
number which indicates the number of repetitionsttef multiplicand. The product has the same unithas
multiplicand.

If the student had known the above rule about puh&svould have been able to choose either the aupflrows or
the number of seats as the multiplicand, but helavbave noticed that in either case the resulhefrhultiplication
could not have been the duration in years. If e kreown the rule that say&@nother rule which we understand to
be extremely important at the beginning of teachadgiays write the multiplicand with its unit first)iF YOU
WANT METERS IN A MULTIPLICATION, START WITH METERS, he would not even have started writing
down the multiplication because in writing down thaltiplicand (either seats or rows), he would hierewn that it
would not be possible to have years as the product.

It would be very interesting but a little tedious develop the rules of dimensional calculation gach operation
(and the appropriate and effective ways of expregsihese for each level of teachipngBut we can show on what
this teaching leans on and which is no more tauphtdefinition of an operation (now it's sufficighat pupils form

* Michéle Artigue, Mathématiques : les lecons d'une crise, Sciences et Vie Hors Série N°180 de Septembre 1992, pages 46 — 59.

For a more complete criticism, read:

Michel Delord, Michéle Artigue et I'age du capitaine, sept. 2003 http://michel.delord.free.fr/captain1-0.pdf

5 1l'y a cependant plusieurs scandales dans ce texte mais ils sont le fait de Michéle Artigue et de la communauté didacticienne qui n'a pas réagi a cet
article 13 ans aprés sa publication. En effet, alors qu'il se présente comme un bilan de la période des maths modernes, il fait retomber I'échec de cette
réforme comme d'habitude "sur les enseignants qui n'étaient pas assez formés". Mais il ne mentionne jamais une responsabilité basée sur une erreur
théorique de ses concepteurs et notamment celui de I'abandon du "calcul sur les grandeurs" alors qu'ils ont eux-mémes dit qu'il s'agissait de I'élément
central de cette réforme. Qui plus est, lorsque M. Artigue analyse les erreurs des éléves, elle ne fait pas intervenir le non-enseignement des grandeurs
dans sa problématique, ce qui I'oblige & introduire un nouveau concept - le contrat didactique- qui a justement pour fonction de masquer cette absence.
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a mental image of the operat)n We will chose the definition of multiplicatiofound in a 1912 arithmetic
schoolbook, noting that all of the “other multiplications”off example 3$/m x 5m= 15%$, 3m x 5m = 58nt x
5m = 15m...) should first be taught in this format.

Multiplication

68. Multiplication is an operation whereby one repeats a numbedaallgtiplicand, a number
of tignes indicated by another number calhedltiplier . The result is calledroduct.
[...]

70. The multiplicand and the multiplier are calfadtors of the product.

71. Multiplication is indicated by the sign »mqltiplied by) which is written between thge
numbers to be multiplied: 8x5 (Bultiplied byb5).

72. Multiplication is only arabbreviation of addition

73. Themultiplicandis always aconcretenumber, that is one which describes a specifiecip
such as trees, meters, dollars, ...

74. Themultiplier is anabstractnumber that indicates only the number of time$ time repeats
the multiplicand.

75. Theproductis always irunits similar to those in the multiplicand.

® As everybody children surely have mental images of mathematical notions. But the duty of a teacher is not to control those images which are the
domain present and future inventivity of pupils: he only verifies that those images are compatible with scholar knowledge. The first right of freedom of a
pupil is to think that 2 is red and 3 is yellow: the duty of the teacher is to verify that he knows things like 2+3=5 and 2x3=6...

" Brouet et Haudricourt Fréres, Arithmétique et systéme métrique Cours Moyen, Librairies-Imprimeries réunies, Paris, 1912.
® N°69 gives a definition of multiplication linked with proportionality :

Multiplication can also be defined by :
69. — Multiplication is an operation whose aim is to find a number called product which is for the multiplicand what multiplier is for the unit.
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Higher mathematics and elementary arithmetic

The statement of BO in 1970 [previously cite@htences such as 8 apples + 7 apples = 15 appéesat part of
mathematical languages a stupidity which primarily has the functioa say that elementary mathematics is not
mathematics and to prohibit writing thatn + 3m = 5m or 2m = 20dmand in fact any calculation of units. It is
more important to understand the reasons for tlokipition. In the “axiomatic” system which thesethors posed:

-i) It is not permissible to introduce a subje@riang on a concept without its pure mathematictihiion,
i) There is a sequence in teaching knowledge ¢lig true - but this order must be the axiomatiteqg

In this system the simplest algebraic structurectvlian contains expressions sucl2m@sor 2m + 3m = 5mis that
of a one-dimensional vector space, which followgidally but much later the concept of whole numbé&rsd since

it is impossible to introduce the notion of a vedétoGrade 2 when one is learning whole numbéegy prohibit the
learning of concepts such &mn + 3m = 5mor 2$ + 3% = 5% perfectly understandable at the intuitive level b
everyone ... except teachers.

On the contrary, it is extremely important:

i) to learn, if one follows the question of unitasing at the earliest atfeto write down identities of the type
2m + 3m = 5m, 2fm+ 3nf = 5nf, 2nT + 3nT = 5nT, 2x3m= 6m, 2mx3m= 6 2mx3nf= 6m° certainly
without making any allusion to their character ggelraic identities but only justifying them to calate
measures of length, surface area and volume. Imgdiiis, one introduces structures of thought whtink
will find 5 or 10 years later because they havedhme syntax of formal monomiaBx(+ 3x = 5%, 2x3x=
6X, 2xx3x= 6%, 2xx3X= 6x°...)

ii) More generally, never hesitate to introduceosion- not in an hazardous curriculum but in a sound and
organised one if it can be understood at an intuitive levelgm if it is not possible to provide a formal
mathematical definition at that moment, becausse thaining will serve, apart its immediate use,asms
intuitive base for the subsequent introductiorhef formal mathematical definition.

- One example is the following property of measuweammlf the unit u is divided by a number, the
measurement is multiplied by that numheFhis property, like inverse proportionality, apbperties
which use two variables with a constant producgrissxample of inverse variation which cannot be
formalized mathematically until much later, prohabt university (perhaps as contravariance). The
reason for abandoning the notion of inverse promuatity and its applications come mainly from the
fact that, if proportionality was taught under {femal and restrictive] authority ofinear function
there are no sucimverse linear functionffor which additativity taught to children wouldate been
characterized by £j+f(y) = fO)f(y)/f(x+y) "] .

- Conversely, another example consists of not iefuto add additional concepts to those which have
already been understood at the intuitive level. Tiast interesting example is to use the semi-
polynomial concept of positional notation to intuod at grade 8 or 9 formal polynomials as an
extension of the concept of whole numbers. Sodbiises down posing a polynomial operation exactly
as whole number operations, because since 30218R@221, one can deduce that
(BC+2xM+1) x (24+1) = BX°+7x3+2x°+2x+1. One can remarks that this introduction of polyram
operations (as operations on formal polynomialsaicul litteral) has been used for the last time in
France during the middle sixtiebut we find later it in USA at page 300 of the ellent Algebralof
Dolciani, Wooton, Beckenbach (Houghton Mifflin Coamyy, Boston, 1974).

° For example: M. Monge et M. Guinchan, Mathématiques, classe 4e, Librairie classique Eugéne Belin, 1965.
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